3

Intégration numeérique

3.1 Position du probléeme

Nous allons maintenant nous intéresser a l'obtention d’une valeur numérique ap-
prochée de I'intégrale définie
b
1= [ glayis,
a

ol [a,b] est un intervalle de R et g une fonction réelle intégrable sur I'intervalle [a, b].

Supposons que YV € [a, b]

telle que

= / " flapwla)de,

avec

b
w(z) >0, Yz €la,bl, et / w(z)dr < 400

ou f une fonction réelle, a < b, w est une fonction donnée, dite fonction poids, ne
s’annulant pas sur l'intervalle ]a, b] et intégrable sur [a, b] telle que 'intégrale I existe.

L’idée de base des méthodes numériques pour résoudre ce probleme (qu’on appelle,
méthodes de quadrature) est de remplacer f que l'on ne sait pas intégrer par son po-
lynéme d’interpolation. On a alors une méthode de quadrature de type interpolation.

Le probléme de 'intégration numérique (ou dite de quadrature) peut se présenter de
deux fagons différentes :

— Une fonction f(x) est connue par quelques-uns de ses points de collocation
{zi, f(z;)}", (qui sont régulicrement espacés ou non). Comment fait-on pour
estimer la valeur de 'intégrale

alors que l'expression analytique de f(z) n’est pas connue ? ou encore, on cherche

b
la valeur de l'intégrale définie I = / f(z)dz lorsque 'expression analytique de
a

I'intégrand f(z) est connue, mais non sa primitive.
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— On connait des formules qui permettent de calculer I'intégrale de certaines fonc-
tions. Mais, contrairement a ce qui se passe pour le calcul des dérivées, il y a
relativement peu de fonctions dont on sait calculer I'intégrale. Il suffit méme de
changer légerement l'expression d’une fonction pour passer d’une fonction que
I’on sait intégrer a une fonction qu’on ne sait pas intégrer.

Il est temps de donner quelques exemples concrets.

Exemple 1.

1. Comment calculer

b 2
11:/ et dx
a

ou la fonction de répartition de la loi normale .47(0, 1)

I —t*/24

1 xr
= — / (&
V2T ) o
qui n’ont pas de primitive explicite ?
2. Un autre exemple, emprunté a la mécanique, est I’équation qui régit le mouvement
d’un pendule simple dont les oscillations sont grandes et dont 1’équation est donnée

par

Yo d
I3 = ___w = cte

0 V1—aZsin?yp

ou cte et a sont des parameres du mouvement, qui ne possedent pas de solutions
approximatives.

3. On sait que
b
/ sinz dr = cosa — cosb,
a

mais on ne sait pas calculer

b b

sin z .
/ dx ou/ sin(2?)dz.
a z a

x
est intégrable sur tout intervalle [a,b] puisqu’elle est

Or la fonction z ——

x
continue sur R. Il en est de méme pour la fonction z — sin(x?).

Ces problemes, pourtant tres différents, peuvent étre résolus avec les mémes outils.
A défaut de pouvoir calculer ces intégrales, on doit savoir les approcher. Mais, méme s’il
s’agit d’intégrales qu’on sait calculer, leur calcul peut étre long et compliqué et il peut
étre avantageux de le remplacer par un calcul approché. Enfin, il y a un autre cas ou
il est indispensable d’approcher une intégrale : c¢’est lorsque ’expression de la fonction
a intégrer n’est pas connue. Il se peut que la fonction ne soit connue qu’en un certain
nombre de points : ses valeurs peuvent venir d’un autre calcul ou de mesures ponctuelles.
Mais le cas le plus fréquent est celui ou la fonction a intégrer fait partie des inconnues,
par exemple lorsque c’est la solution d’une équation différentielle.

Un début de solution :
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Exemple 2

Evaluons approximativement / f(z)dz ou la fonction f passe par les points

z 1] 2 5
fx | 2 | 5 | 15

On peut approximer la fonction f par le polynéme d’interpolation de degré 2

Py(x)=2(x—1) — %(:p —1)(z —2).

Alors, on approxime l'intégrale cherchée par

4 4
/ f(x)dx %/ Py(z)dz = 19,125.
1 1

Dans ce qui suit nous utiliserons des méthodes de type interpolatoire. Cette facon de
voir les choses est celle que nous allons généraliser :

— établir des “formules de quadrature simple” par interpolation;
— décomposer l'intervalle en intervalles éléémentaires ;

— en déduire des “formules composites”.
Avantages :

(i) les polyndmes sont faciles & intégrer;

(ii) cette méthode est utilisable méme si on ne connait que des valeurs de f puisqu’on
peut alors construire le polynéme P, d’interpolation de f sur ces valeurs.

Nous interpolerons la fonction f(z) ou ses points de collocation avec un polynéme,
puis nous intégrerons explicitement ce polynéome. Nous supposerons dans ce qui suit que
la distance entre points de collocation adjacents est constante et vaut h (le pas).

On rappelle le théoreme suivant dont nous ferons un usage constant et qui est un
outil essentiel dans les méthodes d’approximation des intégrales (Voir Appendix A)

Théoréme 3.1. (Second théoréme de la moyenne)
Soient f et g deux fonctions a valeurs réelles définies et continues sur un intervalle
[a, b]. On suppose que g ne change pas de signe dans [a, b]. Alors, il existe un point
¢ dans l'intervalle [a, b] on on a ’égalité

/ e - 1©) / ) de.

Notez que le premier théoreme de la moyenne est un cas particulier de ce théoreme;
il est obtenu en prenant g = 1.
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Cadre d’étude

Soit donca =xg < 1 < ... < Tp_1 < T, = b et soit P, le polynome d’interpola-
tion de f (et non pas f(x)w(x)!) en ces points. D’apres le théoréme sur 'obtention du
polynome d’interpolation de Lagrange, on a

f(z) = Po(z) + En(x),

ou E,(z) est lerreur d’interpolation en x. Par conséquent, en intégrant sur [a,b], on
obtient :

/a " foyula)ds = / (@) w(a)ds + / B (@) (2)dr.

Par conséquent,

I=1I,+R,,

" I, = Z Fa)A™, (3.1)
par

A — / L@)w(e)ds (3.2)

Ru(f) = / " B () w(a) . (3.3)

Utilisons maintenant la formule d’interpolation de Lagrange, il vient :

’ (n+1) (£( 5
e

1=0 1=0

= ZA(")f( /b | yw(z) £ (E(x))da
+1 u ’

1=0

La formule de quadrature s’écrit :

/ Fapw(a)dz ~ S A ) + Ra(f)
=1

ou l'erreur de quadrature est donnée par

Ruf) = o / ) FD ()

On prendra la somme finie ZAZ- n) f(z;) comme approximation de I; lerreur de la
i=1
formule de quadrature est donnée par R, (f).
Soit P,,, I’espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a n. Le résultat
suivant est évident, car il décole de la définition des polynémes d’interpolation.

Théoreme 3.2.
Une condition nécessaire et suffisante pour que R, (f) = 0 est que f € P,,.
On dit que la formule de quadrature est exacte sur P,,.
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Ce résultat est valable, quel que soit le choix des abscisses d’interpolation. Il est
clair que d’aprés (3.2), les Agn) dépendent seulement des abscisses xg ..., %, et sont
indépendante de l'intégrand f. C’est 'une des propriétés importantes de la formule de
quadrature. Un choix évident serait celui des abscisses équiréparties. Nous allons donc,
dans un premier temps nous borner & un choix particulierement simple des z;.

Remarque 1.
Quelques remarques s’imposent.

(a) Les Az(-n) sont difficiles a calculer directement. Ils Les ne dépendent pas de la
fonction f;

(b) Lorsque f € P,[X], on a f = P,, son polynéme d’interpolation. Donc la formule
d’intégration de Newton-Cotes d’ordre n doit étre exacte sur la base standard de
P,[X]:

{y=2": k=0,...,n}

. . s . . n . s
ol nous avions posé, y; = f(x;). Ainsi donc, les Az(- ) doivent vérifier

b n
/ :ckdx:ZAEn)zf, k=0,...,n,

i=0
ou encore, en intégrant :
pE+1 —

k—i—l ZAYL):L'f, k=o,...,n.

Ceci est un systeme linéaire de (n + 1) équations & (n + 1) inconnues dont le
déterminant est celui de Vandermonde. On peut donc, en le solutionnant, trouver

les AZ(-n) valables pour toutes fonctions ou les x; sont données une fois pour toutes.

Avant de continuer, donnons quelques définitions.

Définition 1.
(i) On appelle subdivision de V'intervalle [a,b] tout (n + 1)-uplet o = (zo,...,xn)
vérifiant a .= zg <21 < ... < x, = b.

Soit f : [a,b] = R et o = (x,...,2,) une subdivision de [a,b]. On appelle pas de
la subdivision o, la quantité

ol := max (@i —i).

(ii) On appelle formule de quadrature & (n + 1) points, la somme finie (3.1), ou les
Ag") ne dépendent pas de f et x; € [a, b].

(iii) On appelle formule de quadrature de “type interpolation” une formule

/ x)dz o Py est le polynéme interpolateur de f.

(iv) L’erreur de quadrature numérique est donnée par

R.(f) :=I(f) —/ Py (x)w(x)dz :/ E,(z)w(x)dx
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(v) Une méthode d’intégration approchée est dite d’ordre n si I(f) = I,,(f) pour tout
feR,[x] et si I(f) # I,(f) pour au moins un f € R,,1[x].

(vi) Une formule de quadrature est dite exacte sur un ensemble V si Vf eV,

R(f) = 0.

Exemple 3.
Choisissons w(x) = 1. Par exemple en posant o = a, 1 = bet h = b—a et en
utilisant le polynéme de Lagrange, il vient

Prle) = ) gy + 2T g,

(IEO — I

Ainsi

/: f(z)dz = /1‘1 [Mf(fﬂo) + Mf(xl) dx

zo L(To — 1) (21 — o)

* / " PE@) @ — zo)(@ — o1)d. (3.4)

Comme z — (x — zg)(z — x1) ne change pas de signe sur [xg, 21], on peut appliquer
le théoreme de la moyenne au terme de l'erreur. On obtient ainsi

/ Y @)@ - w)@ —m)d = F7(E) / (2= 20)(@ — 21)da

0

= f"(¢) [x—; - wﬁ +xox1xrl
h3 1!
- e,

En conséquence, I’équation (3.4) impliques

[ @ = [ g+ )] e

2(xo — 1) 1(z1 — x0) 0

(z1 — o)

h3 "
2 (wo) + ()] = 1©)

En remplcant h par 1 — xg, on aboutit a :

b 3
| r@a = Sl + ) - 5170

On pourrait pousser les calculs plus loin en prenant un polynome de degré 2. On
obtiendrait :

/abf(:c)dw = /:1 {((xfﬂl)(x:@) f(zo) + = o)l — 2] fl@)

o Lo — 1) (20 — 22) (x1 — x0)(z1 — 22)
(x —z0)(x — 1)
(2 — x0) (T2 — 21) [(@2) | dx

(=) (z — 1) (T — 22)
4 / -

FO(E(@))de.

0
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Cette fois, en appliquant la formule de Taylor (mais nous ne détaillerons pas les
calculs, car la preuve sera rigoureusement donnée plus loin), le terme d’erreur s’écrit :

R =57 [ 5O E@) - o),

si bien qu’en procédant comme précédemment, on arriverait a une formule du type

/ Fla)de = 2 (f (o) + 47 (@) + flas)] - —f4><e>

Posons
T) ~ Zf(xl)Ll(:c) (3.5)
i=0

Si nous dérivons r fois I'expression (3.5) nous obtiendrons
U@~ 3 ST @) (3.6)

avec l'erreur associée

ﬁd:ﬁr [n(@) £ ()] - (3.7)

Cependant, puisque la dépendance de £ sur x est encore inconnue, le différentiation dans
(3.7) ne peut pas étre explicitement effectuée. Afin d’obtenir une forme légerement plus
maniable du reste, nous allons passer par les différences divisées.

B (2) =

Considérons maintenant un support fermé de points {zo,...,z,} de [a,b] et soit P,
le polynome qui interpole f en ces points. En utilisant le terme d’estimation d’erreur (via
les différences divisées), on peut écrire :

Vme(a,b), f(x)fpn(z):f[z(b71.71;1']1_[(1'71‘1)

En intégrant ensuite f(x)w(x) sur [a,d], il vient :

I= /ab f@w(x)de = /ab P, (z)w(x)dx

(11

= I, + R,. (3.8)
Le terme (I7) représente une valeur approchée de l'intégrale et (I2) une erreur.

Les opérations effectuées ci-dessus sont possibles sous les hypotheses suivantes : w
appartient & L'(a,b) et

pour tout ¢ € N, x — z%w(x) appartient a L![a, b].

Deux questions surgissent :

b
(1) Comment évaluer la valeur approchée / P, (x)w(x)dx ?
a

b
(2) Comment estimer l'erreur / flxo, .. @, ]y (v)w(x)de ?

73



3.2 Etude de ’erreur d’intégration

Nous avons vu au sous-paragraphe 2.5 (formules (2.13) et (2.24)) que si la fonction f
était (n + 1) fois continument différentiable sur [a, b], alors, Vw(x) > 0,

Bue) = Q@) € (3.9)

= o(2) flz, 20, .. ., 20]w0(2)

ou le point & dépend de x et ou ou
() = [[ (= — @)

D’ou I'expression de l'erreur de quadrature :

b
R, = I () () w()d.
)= [ EEE @ e
Pour évaluer cette erreur, on ne peut utiliser directement le Théoreme de la moyenne 3.1,
car 1, (x) ne garde pas de signe constant lorsque 2 parcourt [a,b]. Une étude détaillée
de D'erreur de quadrature s’impose par les différences divisées. Pour ce faire, pour tout
n € N, définissons

b
Ralf) = [ Sl ol @y (3.10)

Auparavant deux résultats utiles :

Proposition 3.3.
Si flx,x1,...,x,] est un polynéme en x de degré m > 0, alors f[z, x1, ..., Tni1]
est un polynome de degré m — 1.

Preuve. D’apres les relations obtenues sur les différences divisées, on peut écrire :

Tlyeen Tn,, — flz,z1,..., 2
Mz @1, @] = Il . ;Tl]i[ ! ], (3.11)
n

Le résultat découle du fait que le numérateur du terme de droite de I’équation (3.11)
est degré m et le dénominateur est un facteur du numérateur. On déduit le résultat en
observant que le numérateur est nul si on prend x = x,41 pour le numérateur qui devient

f[xla"'manrl] = f[anrl;Zlv"'axn]-

qui est nul, puisque les différences divisées ne dépendent pas de l'ordre des x; si on
réarrange ’ordre de leurs arguments. O

Ce résultat nous dit que si f(z) est par exemple un polyndéme de degré 2n—1, un argu-
ment comme celui utilisé dans la proposition 3.3 montre que la premiere différence divisée
flx, 1] est un polynome de degré 2n — 2 et en répétant la procédure, f[z,x1,...,z,] est
un polynome de degré n — 1.

74



Voici le deuxieme résultat fondamental dont nous aurons besoin.

Lemme 3.4.
On a

(n+2)
f[x,xo,...,:cn]f(?gg;), ¢ € la,b].

dzx

Preuve. D’apres la propriété 2.12, (Chap. 1), on a :

DA (39

m, avec 5 S [a, b]

f[xax()w'wxn] =
d’on

(n+2)
flz,x + h,zo, ... 2] = f(?f)a;)

D’apres la définition des différences divisées et leur propriété de symétrie par rapport a
leurs arguments, on a

flz,xo, . yan] — flz+ hyxo, . .., 24)

f[$,$+h,x(),...,l'n]: h

En faisant tendre h vers zéro, il vient

2

%Lnlof[x,x+h,x0,...,xn] = —flz,z0,...,xp] = IR

dx
avec £ € [a,b], dépendant de z. O

L’interprétation de la formule donnant R, (f) dépend des propriétés des supports.
Deux cas se présentent.

e ler cas: 1, de signe constant sur [a,b].

On applique le théoréme de la moyenne (ainsi que sa généralisation indispensable
si [a,b] n’est pas borné ou si f n’est pas continue en @ et/ou en b). Comme
Papplication fxg,...,Z,,x] est continue, que le signe est constant et que & ——
n(z)w(x) est intégrable, nous pouvons trouver & € a,b) tel que

b
R, = flxo,... ,xn,f]/ Y (x)w(z)da.

De fagon équivalente, pour tout réel = € [a,b] grace a lexistence d'un &, €]a,b|

tel que
FO(E)
. = 12
f[x()v 71.]6;1'] (n+1)| ’ (3 )
et si f est de classe €™ sur |a, b], nous pouvons trouver £ €]a, b| tel que
Fo(e)

b
R, = / U (2)w(x)dx. (3.13)

(n+1)!
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L’expression (3.13) suggere que si l'accroissement de la taille de la dérivée d’ordre
(n+ 1) de f est compensée par la factorielle et l'intégrale de v, alors lerreur
tendra vers 0 quand n tend vers 'infini.

e 2¢éme cas : 1, n'est pas de signe constant sur [a, b].

Nous avons le résultat suivant

Proposition 3.5.
Considérons un point supplémentaire quelconque x,,11 de [a, b]. Alors, on peut écrire

flzo,x1, .oy o] = flZo,- -y Tny Tong1, (& — Tng1) + flxoy - oy Tnta]. (3.14)

Preuve. Pour tout « # 41, on a

f[x();-"vxnvxn+17x] = f[xax();-"amnvxn+1]
_ flzo, -y xn, Ty — flx, zo,. .., Tn]
Tp41 — X

venant du fait que les différences divisées ne dépendent pas de l'ordre des z; si on
réarrange l'ordre de leurs arguments. La derniere expression peut se réécrire sous la
forme

flzoy ..y, Tnt1] — flzo, ..oy zn, @
f[l.();-"amnvxn+17x]: [ : E— ] [ : T ]7

Tny1 — T
d’ott on déduit 1’égalité souhaitée. Si x = x,1, Pégalité (3.14) est immédiate. a

En utilisant le méme rasoinnement, on obtient mutatis mutandis, le résultats suivants :

Corollaire 3.6.
Soit f une fonction de classe €"*! sur [a, b].

(i) Sip(x) est de signe constant sur [a, b], alors 'erreur s’écrit :

(n+1) b
R,.(f) = %/ Yn(x)w(z)dz, avec & €la,bl. (3.15)

(i) Si ), (x) n’est pas de signe constant sur [a,b], et si la condition suivante a lieu

b
/ n(@)w(z)dz = 0, (3.16)

nous noterons pour Z,+1 quelconque dans ]a, b

Ynt1(7) = Y (2)(T — Tnt1);

alors 'erreur d’intégration s’écrit :

b
R, = / flzoy -y @n, Toi1, T)pg1 (z)w(z)de. (3.17)
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Preuve. Méme démonstration que précédemment. O

Remarque 2.
La différence entre (3.10) et (3.17) est qu’il y a un point de plus dans le support. En
revanche, 'approximation de l'intégrale n’a pas changé :

/ab f(@)w(x)de ~ /ab Pn(x)w(x)dx.

Cependant, nous verrons que la condition (3.16) contribue & déterminer les réels
Ty o ovy Ty

En modifiant la condition (3.16). On obtient dans ce cas :

Corollaire 3.7.

On se place dans le cas 2 du corollaire 3.6 et on suppose que f est une fonction
de classe "2 sur [a, b].

(i) Si ¢, (x) est de signe constant sur [a, b], alors 'erreur s’écrit :

(n+2) b
RM)% [ nnr@ute)dn, avee ¢ o (3.18)

(i) Si ¢n41(x) n’est pas de signe constant sur [a, b], et si la condition suivante a lieu
b
/ o () - (x — Tpg1)w(z)dx =0, (3.19)
a
nous noterons pour Z,42 quelconque dans ]a, b[

VYnt2(T) = Yny1(2) (T — Tpy2);

alors 'erreur d’intégration s’écrit :

b
R’ﬂ(f) = / f[xo, s Tny Tt 15 T2, LL‘]'L[)HJFQ(Z')U)(Z')dZ' (320)

Preuve. Méme démonstration que précédemment. O

Remarque 3.
Ces résultats appellent a quelques commentaires.

En fait, on montre (voir plus loin, paragraphe 3.7) que si P interpole f aux points
(x07 f(xO)v ey (xna f(m'n))7 alors

. f(nt2) n
—h" f(n + 2()§'> A t(t—1)...(t—n)ds, &€ la,b] (n pair),
Ru(f) = ) .
pt2 f(n - 1()5') /0 tit—1)...(t—n)ds, &€ [a,b] (n impair).
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En effet, en introduisant ¥,, définies par

w,() = [ "y,

(i) on obtient, dans la cas pair

R.(f) = Un () flz, xo, . .., 0] da
ab d
= /a %wn(ac) flz,zo, ..., xn) de

et on utilise ensuite, 'hypothese ¥, (a) = ¥, (b) = 0; ¥,(x) >0 VYV €la,b|.
(ii) Dans le cas n impair, on écrit
b—h b
R.(f) = /a U, (z) flz, zo, ..., xn) do + /bih U, (z) flz, zo, . .., s da
et comme dans ce cas, ¥, (z) ne change pas de signe, on obtient
o foroE)
Rn(f):/a \Iln(x)f[x,:co,...,xn]d:chm/b_h\lln(x)dx

ol & € [b— h,b.
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Corollaire 3.8.
Soient les fonctions v; définies itérativement pour n < ¢ < 2n par les condi-

tions :
¥; n’est pas de signe constant sur |a, b[ (3.21)
it1
VYir1(z) = (2 — 21 )Yi(2) = H(!E —j), (3.22)
j=0

avec les (2;)n+1<j<2n+1 des points quelconques de l'intervalle ]a, b[. Si les (n+1)
contraintes suivantes sont vérifiées :

b
Vie{n,...,2n}, / Y (z)w(r)dr =0, (3.23)
alors l'erreur d’intégration s’écrit :
b
R.(f) = / flZoy - s @ny Tnt1s - - oy Tant1, ) Pant1 (2)w(x)de. (3.24)
a

Si de plus ta,41 est de signe constant sur [a,b] et f une fonction de classe
€"+2 sur [a, b], alors I'erreur d’intégration s’écrit

f(2n+2)
Ro(f) = —5—=3 @+ 2)] /¢2n+1 (z)dz, avec & €la,bl. (3.25)

Preuve. Méme démonstration que précédemment. m]

L’étude détaillée des formules de types (3.2) et (3.3) fera apparaitre leur instabilité
ainsi que leur convergence lorsque le nombre des abscisses augmente. Nous serons ainsi
amené a 'étude des “formules d’intégration composites”. A la fin de ce chapitre, nous
dirons quelques mots de la méthode de Gauss et la méthode des coefficients indéterminés.

3.3 Les formules simples de quadrature interpolatoire

Dans tout ce chapitre nous supposerons que

YV € [a,bl, w(x) =1

g9(z) = f(x).
Fixons & présent les notations. Dans ce sous-paragraphe, (3.8) s’écrit :

n

I/abf(x)dx/aan(;c)der/:f[:co,...,xn,z]]:[(x:ci)d:L'

i=0
La valeur approchée de I est :

b
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Perreur d’interpolation

b
Ro(f) = [ oo, ol [[(o — wi)de
a :
c’est & dire I'=1I,+ Ry.
de sorte que nous utiliserons tous les résultats du sous-paragraphe précédent.

Nous alons étudier trois cas particuliers de la formule (3.8) correspondant a n =0, 1
et 2. Mais d’abord, il serait utile de faire quelques calculs préliminaires.

Calculs préliminaires.
b
e Calcul de I = / o(z) dz avec p(z) = az? + Bz + 7.

/ab o(z) dx

20 0% 40— a)

(b —a®) +

= wl2
2

—a

= [(2a” + b + 2ab) + B(3a + 3b) + 67]

_ (-9 [o(a) + o(b) + ala + b)? + 23(a + b) + 47].

(=]

6
Donc .
b—a a+b
[ otwras = E5 e+ o+ 40 (50|
a
— Le cas ol ¢ est une fonction constante égale & v correspond & o = 3 = 0, de
sorte que

b
/ o(@)dz = (b— a)y = (b— a)p(a).

— Le cas ou ¢ est une fonction affine correspond a o = 0 et 3 # 0, si bien que

b —a a —a
L I CORSEC)

6 2
b
e Calcul de Ir = / (x —a)?*(z — b) dz,

a
Pour calculer Iintégrale I, on peut faire développement du polynéme et en-
suite I'intégrer. Mais il serait plus rapide de faire une intégration par parties en
intégrant u/(z) = (z — a)?, en dérivant v(z) = = — b et en remarquant que le

produit uv est nul en a et en b. On obtient ainsi

L 3 1 4
12:7—/(1 (x —a) dx:fﬁ(bfa).

b
e Calcul de I3 = / (x —a)*(z — b)? du.
a
Par deux intégrations par parties successives (en dérivant deux fois
x +— (x — b)?) et en remarquant que les crochets intervenant s’annulent, on ob-
tient :



e L’intégrale J,, = /(a + baP)" dx  vérifie la formule :

(np+1)J, = z(a + bz?)" + anpJp,_1.

Pour le montrer, on applique la formule d’intégration par parties en posant
u(z) = (a + baP) et dx = dv,

si bien que

Jn = z(a+ba?)" — np/(a + ba?)"Lba? dx

= z(a+bxP)" —npJ, + anpJ,_1.

3.3.1 L’interpolation linéaire : quadrature du rectangle et du point milieu
e Interpolation par une fonction P,, de degré n = 0.

On a le résultat suivant :

Proposition 3.9.
Dans le cas de degré n = 0, le support d’interpolation est réduit & {zo}. Si f
est de classe ¢! sur [a,b], la valeur approchée est :

Io = (b—a)f(xo),
et lerreur d’intégration est

b
Ry = / flzo,x](z — xo)dz.

b
Preuve. Ici Iy = / Py(z)dx avec Py(x) défini par Py(z) = flxo] = f(xo); dou le

a
résultat. Comme I’application F' est continue, le caractere ¢! garantit la continuité de
Papplication x —— f[xzg, z] et donc l'existence de

b
Ry = [ flzo,x]vpo(x)dx,
0
avec o (x) égal a vo(x) = (x — xp). O

En choisissant zy comme extrémité de I'intervalle [a, b], on obtient le résultat suivant :
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Corollaire 3.10. (Méthode du rectangle)
Si f est de classe €*([a, b]), alors, pour xg = a, la valeur approchée vaut

I, = (b—a)f(a). (3.26)
Cette formule est d’ordre 0. L’erreur d’intégration vaut

(b—a)?

R, = 5

1),  &¢€lab], (3.27)
et, pour zg = b,
I = (b—a)f(b). (3.28)

et 'erreur d’intégration vaut

R, =

f1©),  &¢€labl (3.29)

Preuve.

e Calcul de I,.. Traitons le cas g = a (le cas xg = b étant similaire). L’expression
de la valeur de I provient de la proposition 3.9. On remplace zy par a et on
obtient

b b
Iy = / Py(x)dx = / flaldx = (b —a)f(a).
e L’erreur d’intégration s’écrit ici
b
R, = / fla, z](z — a)dx.

On remarque que (z — a) garde un signe constant sur [a,b]; ainsi d’apres le
corollaire 3.6 (cas 1, (3.15) appliquée & n = 0 (car f est de classe € sur [a, b]),

! b
R, = fl('g) /a wO(m)dl‘
b

- 110 [ @-a

2 b 2 2
R I S I
= f(f){2 am] 5 ab 2+a
b—a)?
= ( 2 ) fl(g)a g E]aab[
qui est le résultat annoncé. O
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N 2%;§>

Ry i 0 1 2 3

4

— b—a b
_b—ak~, . b li b—a)
Méth ode des rectangles de gauche Méth ode des rectangles de droite
. a+b . .
En choisissant pour zg = —5 = m, le milieu de I'intervalle [a,b] avec un pas
b—a . , .
h= —5 on obtient le résultat suivant :

Corollaire 3.11. (Méthode du point milieu, premiére formulation)
Si f est de classe €2([a, b)), alors la valeur approchée vaut

In=(b-a)f (a;b>. (3.30)

Cette méthode est d’ordre 1 et 'erreur d’intégration vaut

Ry = %j”(&), € €la, b, (3.31)

Preuve.
e Calcul de I;. On applique encore la proposition 3.9; d’ou I'expression de ;.
e La méthode du point milieu est d’ordre 1. En effet

b 2 2
I.(z) = /:cdmzb 2(1

(b a)" 5% = Io(a)

Par contre, on n’a pas I,.(x?) = Iy(2?).

e Calcul de l'erreur. On a :

b
RM:/ fIm, z](x —m)dz, avec m = a+b'

2

Ici (x —m) change de signe sur [a, b] donc on n’est plus dans le cas 1 du corollaire
3.6. Mais la condition d’orthogonalité (3.16) est vérifiée, puisque, (en posant
y=x—met h=>b—a), on obtient

h

b 3
/(xfm)dx:/ ydy = 0.
a _h

2
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Ainsi, dans le cas 2 du corollaire 3.6, on peut introduire un point supplémentaire
x1. Remarquons d’abord que

%(I—a)(x—b):2x—a—b:2x—(a+b):2(m—m)

si bien qu’on peut écrire

r—m =

(x —a)(z —b).

|~
&=~

On en déduit donc

R =y[ﬁmﬂ@—mﬂw
_ /abf[m,:c] {%(xa)(xb)}dx
1 b

_ _§/a (z — a)(@ —b) {%f{m,x]}dw.

en intégrant par parties. En utilisant le Lemme 3.4, on aboutit a :

b
Ry = —%/ flm,z,x] (x — a)(z — b) du.

En effet,

d homl —
Pla) i= - flm ] = Jimg L]l

Ensuite on applique la relation (2.6) de récurrence sur les différences divisées
pour simplifier, on arrive a

F(IC) :}{L)H%)f[l',l’%»h,m] :f[:c,:c,m]

De nouveau, puisque  — (z — a)(xz — b) est de signe constant sur [a, b], on est
dans le cas 1 du corollaire 3.6 et comme f est de classe €2 sur [a, b],

12 b
Ry = —3 ! 2!(5) /a (x —a)(x —b)dx
fOQ [ _atb,, Y
4[3‘7ﬁ+ma
_ P9 (b -a)?
T4 6
__(b=a)®
= *Tf ().
qui est le résultat annoncé. O

e Maintenant traitons le cas général, c’est a dire, plagons-nous dans U'intervalle [z, 23]
et étudions l'erreur commise.
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Corollaire 3.12. (Méthode du point milieu, deuxiéme formulation)
Si f est de classe €(|xo, x2]), alors, la valeur approchée vaut

Ing =20 f(21), (3.32)
et I'erreur d’intégration vaut
hS
Ry = f"(&), € €labl (3.33)

Preuve. Le premier point est évident. Pour traiter le terme d’erreur, utilisons ’expression
f() = f(@1) + (& — z1) flo, 1],

obtenue en prenant n = 0 dans le polynome de Newton et en remplacant xy par x;.

Remarquons que

d d d

a(x —xo)(x —x2) = (xz— :co)ﬁ(:c —x9) + (x — :52)%(1 — )
= 2x—x9— a2 =2(x — x71).

Ceci nous permet d’écrire

(2= 21) = 5 (o~ 20)(z — 22)
si bien que
/%2(93 — 1) flz, z1]de = %/m? % (x —w0)(x — 22)} flo, v1]dw.

En remarquant que

d .
F(z) := Ef[x,xl]—}lleO 3

= }hmof[x,x—i—h,xl] = flz,z, z1]

on integre par parties et on obtient

Ru(f) = f%/zz(xf:co)(:cf:cg)%f[:c,xl]dx
L (3.34)

3 flz, o, x1](x — o) (x — x2) dx

T

Ceci nous motive a utiliser le Théoreme de la moyenne 3.1, car la fonction
x+— (x — xo)(x — x2) est de signe constant lorsque x parcourt [zg, z2]. Ainsi

Ru(f) = _%/zz(l‘—$0)<l‘—$2)f[$,l’,$1]dl‘
_ 1f®( [
= 375 /xo (x — o) (x — xa) dx (3.35)
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En prenant x; = xp + th et * = xg + sh et en substituant ceci dans (3.34), on obtient

1 . [?
Ru(f) = ~37PO8 [ s(s-2)ds
0
h L1 . 2
_ e 3|13 2
L |30 |
= lhfﬁf@)(g)_
3
qui est le résultat annoncé. O

3.3.2 L’interpolation linéaire : quadrature du trapeze

e Interpolation par une fonction P,, de degré n =1

L?ﬂmm

ou f(x) est une fonction connue seulement en deux points ou encore une fonction n’ayant
pas de primitive. La solution qui vient tout de suite & ’esprit consiste a remplacer f(x) par
le polynéme degré 1 passant par les points (xo, f(x0)) et (z1, f(21)). La valeur approxi-
mative de l'intégrale correspond a ’aire sous la courbe de 'intégrale. Cette aire forme un
trapeze qui donne son nom a la méthode du trapéze. Evidemment, I'approximation est
grossiere et on peut déja soupconner que le résultat sera peu précis.

On souhaite évaluer

Proposition 3.13.
Dans le cas de degré n = 1, le support d’interpolation est réduit a {zg,z1}. Si
f est de classe €2 sur [a, b], la valeur approchée est :

b
h=/UMMJMwM%%MM,

et 'erreur d’intégration est

b
R1:/ flzo, 1, z](x — xo)(z — z1)d.

b
Preuve. Ici I; = / Py (z)dx avec Pi(x) désigne le polynome d’interpolation sur

a
{z0,71}; d’ou le résultat. Le caractere 42 garantit la continuité de l'application
x— Y1 (z) = (z — x0)(z — 21). O

En choisissant zg = a et x1 = b, il vient
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Corollaire 3.14. (Méthode du trapéze)
Si f est de classe €2([a, b)), alors, la valeur approchée vaut

b
Ir = (b—a) (M) , (3.36)
Cette méthode est d’ordre 1. L’erreur d’intégration vaut
b—a)?
re =) e (3.37)

Preuve.
b

e Calcul de Ip. En terme de valeur approchée, Ip = / Py (z)dz ou Py désigne le
polynéme d’interpolation de f sur {a,b}. Ainsi,

I /f dw—i—/fab x—a)d (3.38)

fb) = f(a) (b—a)®

= (b-a)f(+ RO

d’ott le résultat annoncé (qu'on aurait pu déduire d’une interprétation
géométrique via l'aire du trapeze).

e Pour lerreur d’intégration
b
Rr = / fla,b,z](x — a)(x — b)dz.

Ici 91 (x) = (x —a)(z — b) < 0 sur [a,b]; donc la fonction © —— (z — a)(x —b)
garde un signe constant sur [a,b]; ainsi d’apres le corollaire 3.6 (cas 1, (3.15)
appliquée A n = 1 (car f est de classe €2 sur [a,b])),

" b
Ry = f2—(!€)/(a:fa)(:cfb)d:c, € €la,b|

" 3
f2—('€) |:% — aTHxQ + abx

_ [1

b

a

S0 ) - %(a +B)( — a?) + ab(b— a)

_ 1) (b—a) 2 2
_ (b_a)3 "
- 19 f (5);

qui est le résultat souhaité. O

Exemple 4.
La méthode du trapeze pour la fonction f sur [0, 2] est
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/0 f(@)dz ~ f(0) + £(2).

Exemple 5.

™

Evaluons numériquement / sinz dx, dont la valeur exacte est 1.
0
La méthode du trapeze donne dans ce cas :

3 1
/O sin zda ~ g 5 (sin0+sin g) - % — 0, 785398 164,

qui est une approximation assez médiocre de la valeur exacte 1.

Exemple 6.
1
Pour approcher / exp(—2?/2)dx avec ces méthodes,
0

— 41076 pres, il faudra environ n = 10° respectivement n = 103,
— & 10712 pres, il faudra environ n = 10'2 respectivement n = 109,
— 4 107!8 pres, il faudra environ n = 10'® respectivement n = 10°.

Ces calculs sont souvent trop lents, méme sur des ordinateurs puissants.

3.3.3 L’interpolation quadratique : quadrature de Simpson
e Interpolation par une fonction P,, de degré n = 2

Un travail préliminaire s’impose; Reprenons le méme raisonnnement que dans la
méthode des trapezes, mais cette fois-ci en utlisant un polynéme de degré 2 dont la courbe
passe par (zo, f(x0)), (z1, f(21)) et (z2, f(x2)), polynéme dont I'expression donnée par
la formule de Newton par

Py(z) = f(xo) + flro, 1](x — x0) + flx0, 21, 22| (T — 20) (¥ — 71).

Servons ensuite de I’approximation

/x x F@)dz ~ / " Py@)ds

Zo
T2

= {f(z0) + flzo, z1](x — 0] (z — x0)

Zo

+ flzo, z1, 2] (x — xo)(x — 21)} du.

En se plagant dans le cas o1 les abscisses sont également équidistantes, on pose de nouveau
r — X

h

= s, ce qui entraine

(x — ;) = (s —1i)h,
si bien que

/;2 f(x)dx

2
/0 (f(zo) + flzo, z1]hs + flxo, x1, x2]h?s(s — 1)) hds

/O (F (o) + f(@1) —f(ﬂﬁo)hds

h
f(z2) = 2f(z1) + f(x0)
2h2

— g(fxo) +4f(21) + f(22)),

+ h*s(s —1))hds
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c’est a dire

[ sterte = 2 15(0) + 45 + ).

On a donc le résultat suivant :

Proposition 3.15.
Dauns le cas de degré n = 2, le support d’interpolation est réduit & {xg, z1, 22}
Si f est de classe €2 sur [a, b], la valeur approchée est :

L = /abf[$0]d$+/:f[$o7$1]($—Io)

b
+ / flxo, x1, x2)(x — x0) (2 — x1)d,

et on commet lerreur d’intégration suivante :

b
RQZ/ flzo, 1, 2, 2](x — x20)(x — 21)(z — 22)dz.

Preuve. Similaire a celle de la proposition 3.13. O

En choisissant xg = a et 21 = , et xo = b, il vient

Corollaire 3.16. (Méthode de Simpson, premiére formulation)
Si f est de classe €*([a, b)), alors, la valeur approchée vaut

_(b—a) a+b

5 (f(a)+4f(m)+ f(b)), avec m= 5 (3.39)

Cette méthode est aussi d’ordre 3. L’erreur d’intégration commise vaut

9P pie), ¢ lab (3.40)

Preuve.
e Etude de la valeur approchée. Notons m = (a+b)/2, et désignons par I, I'intégrale

b
/ Py(x)dx ou Py interpole f sur {a,m,b}. Nous savons que l'ordre au moins des points
a

de support ne modifie pas P» ; pour utiliser les résultats déja établis dans la méthode du
trapeze, écrivons que P interpole f sur {a,b,m}. On a

Py(z) = Pi(x) + fla,b,m](z — a)(x — b)
si bien que

IS/ang(;L')dx/abPl(x)der/abf[a,b,m](:ca)(:cb)d:L'.

(I1) (I2)
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L’intégrale I; est déterminée par (3.39). Il reste & calculer Iy. Or

b
I, = fla,b, m]/ (x —a)(xz — b)dx.
a
Un calcul élémentaire fournit la valeur de 'intégrale; on trouve

b 7 (b*&)B
/a(:cfa)(:cfb)dxff P

Par ailleurs, en raison des propriétés des différences divisées, remarquons que f[a,b,m] =
fla, m,b]; il vient

f[mab] _f[aam]
b—a
2

T h_ap2 ((f(b) = f(m) = (f(m) = f(a))),

fla,m,b] =

puisque b—m = m—a = (b—a)/2. En rassemblant les différents résultats intermédiaires
il vient

rs =0 ) (L) - C29 0) - 21m) + o),

c’est a dire I’égalité attendu. On remarquera que Ig est le barycentre de

ra(Y52) s ((050) (U5,

e Pour 'ordre de la méthode, on a :

b _ 3
Is(a®) = /xdw:bTa<a3+4(a;b) +b3>

bt —a?t

Par contre Ig(z*) # I(z%).
e FEtude du terme d’erreur dans la formule de Simpson

Nous allons déterminer l'erreur que l'on commet en remplagant I par Is dans la
méthode de Simpson.

b
Premiére méthode. On se place dans le cas z¢g = % = m le milieu de l'intervalle

h—
[a,b] avec un pas h = Ta. Nous allons montrer 1'égalité (3.40).

Partons de
b
Rs = / fla,m,b,z](x — a)(x — m)(z — b)dx

et on remarque que l'application ¢o : z +—— (z — a)(z — m)(z — b) change de signe dans
Pintervalle [a, b]. D’autre part, la condition d’orthogonalité

b
/ o (x)dx = 0,
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est vérifiée. En effet, le changement de variable, y = x — m nous ramene a :

1 4 1997

2
car, intégrale d'une fonction impaire sur un intervalle centré en 0. On est de nouveau
dans le cas 2 du Corollaire 3.6 (appliquée & n = 2, car f est au moins de classe €2 ([a, b]).
Par suite, nous pouvons introduire un point supplémentaire x3 que nous choisirons, égal
a m comme pour la méthode du milieu puisque le signe de z — (x — a)(z — b) est

constant. On en déduit que, puisque (3.16) est vérifiée, il vient, d’apres (3.17) :
b
Rg = / fla,m,b,m,z](z — a)(z — m)?(z — b)dx.
a

Mais comme 13(z) = (x — a)(x —m)?(x — b) est de signe constant sur [a,b], on est de
nouveau dans le cas 1 du Corollaire 3.17 (n = 3, f € ¥*). Finalement, en utilisant le
Théoreme 3.1, on aboutit a :

(4) b
Rg = ! 4!(5) /a (x — a)(x —m)*(x — b)dz.

Il ne reste qu’a intégrer cette deniere intégrale. Par un changement de variable on aboutit

a
Rs(f) = f(j!(f) /in <y2%2> dy
_ 1% Eys ) 11_2,14
_ f(j!(f) (b ;23)5 _ (b2g8%)5f(4)(£)'
d’ot1 le résultat annoné. a

Remarque 4.
Lorsque n = 3 alors en utilisant le polynéme d’interpolation de degré 3 sur [z, x3]
et posant h = x;11 — x;, pour tout ¢, on obtient la formule de Simpson 3/8 suivante :

| @) de = Sh00G0) + 300 + 3 (w) + fan)] - ST VON, o € € [o,aa)

e Placons-nous & présent dans l'intervalle quelconque [zg, 23] C [a,b] avec un po-
lynome de degré 3. Alors

[ f@)ds - ghtso+ 411+ ) = Rs (1),
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ou

Rs(f) = 2_14 /””3 (@ — o) (2 — 1) (x — x2) (2 — 23) (&) dar.

Corollaire 3.17. (Méthode de Simpson, deuxiéme formulation)
Si f est de classe €*(|xo, x3]), alors, la valeur approchée vaut

Is = %h(fo FAf 1+ ) (3.41)

et lerreur d’intégration commise vaut

5
Rs=—o f9©),  &clab] (342

D’abord une remarque. On vérifie qu’en utilisant un polynome de degré 3, on obtient
T2 T2
/ Py(x)dx = / Ps(x)dx.
o Zo

En effet, en rajoutant un quatrieme point (xs, f(x3)), le polynéme de degré 3 correspon-
dant d’apres la formule de Newton donne

f(x3) — Pa(w)

Py(z) = Py() + (x5 — @o) (w3 — 1) (23 — 22

)(x —xo)(x — x1) (2 — 22).

et

/xz(x —xo)(x — 1) (x — x2)dr = /2 s(s —1)(s — 2) hids = 0.

o 0

On commence donc par écrire I'expression analytique d’erreur (2.13) avecn =3 :

F@) = Pale) = 570 — o) (@ —w)(@ — )z —w) fOE),  (3.43)

et on suppose que f®* est continue. Or on sait que la formule de Simpson est exacte si
I'intégrand appartient a l’espace des polynomes P3 et donc

To 1
/ P3($)d11 = gh(Pg(Jﬁo) + 4P3(m1) + Pg(xg)). (344)
xo
Comme Ps interpole f aux points zg, 21, 2 et x3, on déduit de (3.44) que
To 1
/ P3(z)dx = gh(f()+4f1+f2)- (3.45)
zo

Si on integre ensuite (3.44) sur lintervalle [xg, z2], on obtient

/ 2f(:c)d:r— %h(f()+4f1+f2) = Rs(f) (3.46)
c’est a dire
e — e (@ — 2a) (@ — @) fD
Rs(f) = 7 [ (o= m)lo = o)(o — aa)lo — o) f(E)dn. (347
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Mais, ici on ne peut appliquer a ce stade le théoreme de la moyenne pour sim-
plifier (3.47), comme dans la méthode du trapeze, puisque la fonction polynéme
x+— (x —xo)(x — x1)(x — x2)(z — x3) peut changer de signe dans lintervalle [zg, z3],
en r = 1 et £ = x2 & moins de choisir judicieusement xs.

Utilisons maintenant (2.7), pour n = 2

f(@) = P2o(2) = (z — 20) (7 — z1)(z — 22) flx, 0, 21, T2),

intégrons sur U'intervalle [zg, z2]. L’intégration du polynéme d’interpolation Po(x) donne
la formule de Simpson, obtenu en intégrant P; de (3.47). On obtient ainsi une expression
de l'erreur de Simpson

Rs(f) = /582 (x — z0)(x — x1)(x — z2) f[x, 20, 1, T2|dT: (3.48)

0

Remarquons d’autre part, que par intégration par parties,

d
%(m - 930)2(1' - 932)2 =2(z — xo)(x — xg)%(m —xo)(x — x2),
et puisque
d
%(m —xo)(x — x9) = 20 — xp — T2 = 2(x — 1),
on obtient
%(Jc —20)%(z — 12)% = 4(x — x0)(x — 1) (2 — x2),
si bien que
1 (™ (d ,
Rs(f) = Z/ d—(:c —x0) (x — x2) p flz, xo, 21, 22] d. (3.49)
o -z
Ainsi, par intégration par parties de (3.49), on obtient
1 [*2 9 9 d
Rs(z) = —- (x — x0) (x — x2)"— [z, 0, 21, T2|d2. (3.50)
4 /o dx

Ceci nous encourage a utiliser le théoreme de la moyenne, puisque I'intégrand dans 1’ex-
pression (3.50) est de la forme F(z)G(z), oit G(z) = (v — z0)*(z — x2)?, ne changeant
pas de signe sur 'intervalle d’intégration. En appliquant le lemme 3.4 el le lemme 3.4 &
Pexpression (3.50), on aboutit & :

2

Rs(z) = ~ 116 an,an,aa] [ (o = a0)(o - 22, (3.51)

ou £ €]xg, xs[. Finalement, nous pouvons remplacer la différence divisée d’ordre quatre
par la dérivée d’ordre 4, en utilisant la relation (2.24) et en intégrant la relation
précédente, apres substitution! de z = x¢ + sh pour obtenir

(4) 2 5
Rs(z) = fihf’f 4!(5) /0 s%(s — 2)%ds = 75—0 F@(e). (3.52)

r—xg

1On se place de nouveau dans le cas des abscisses equidistantes ; pour cela, il suffit de poser s = s

ce qui entraine z — x; = (s — 9)h, calcul déja fait dans la preuve du théoréme 2.10.
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e Voici une derniere fagon de procéder.
Soit Py (x) le polynoéme qui interpole f(x) entre (zo, f(z0o),. .., (z2, f(z2). On a donc
f(x) = Pa(z) + E(x).
D’ou

/ f@ar = [ P@dr+ [ Rs(r)ds,

Zo Zo

— Is(f) + Rs(f) (3.53)

Avec le changement de variable x — xzg = uh, on obtient

/ 2 f(x)dz ~ g(yo +4y1 + o) = Is(f), (3.54)

ot y; = f(x;). Notons la valeur approchée de l'intégrale par

Rs(f) = / ¥ f@)de - Is(f). (3.55)

En modifiant les notations de la fagon suivante : xg = 1 — h, xo = 1 + h ou h =
o —x1 = T1 — To, dans les intégrales (3.53) et (3.54, Rg(f) devient une fonction de h
que nous allons noter Rg(h), et donc (3.55 devient :

Rs() = [ f@)de = R w4 af@) + e ml. @56)

1+h

On obtient aussitdot Rg(0) = 0 et en dérivant trois fois par rapport & h, en utilisant pour
ce faire le théoréme fondamental du calcul différentiel intégral dans sa forme générale
suivante :

d b(x)
— dt| = f(b(x))t' (z) — f(a(x))d (z),
d‘”l/a(;c) F() t} fo(@)V'(x) = fla(z))d(x)

on obtient R5(0) = 0 = E%(0) si bien que
1
R (h) = =5 [/ @1+ 1) = O (a1 - m)]. (3.57)

Comme f est de classe ¢ sur I'intervalle [(z1 —h)(x1 +h)], on peut appliquer le théoréme
de la moyenne sur cette derniére éqiuation : 3,& €](x1 — h)(z1 + h)[ (qui dépend de h)
tel que

FO @y +h) = [P (a1 —h) =20 ().

En substituant cette relation dans (3.57), il vient

RO () = 22 0(e), (3.58)

ou £ €](x1 — h)(x1 + h)[. Ensuite, en intégrant trois fois (3.57) (pour cela, on a besoin
de R%(0) = R5(0) = Rg(0) = 0), on obtient Rg(f) & laide du second théoreme de la
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moyenne pour les intégrales, c’est & dire le Théoreme 3.1, pour lequel f) (&) est continue.
Finalement, on a

h
RU(h) = Rg(o)+/0 R§(t) dt
_ 2 ("
- 75/0 2O ) dt
9 h 2
_ 7§f(3)(§1)/0 tht:f§h3 &)

oll on a l'existence de &;, dépendant de h dans |(x1 — h)(x1 + h)[, puisque #? ne change
pas de signe sur [0, h]. Ceci pour la premiere étape. Les autres étapes finissent par donner
Rs(h) :

Rs(h) =~ /O((&), € €llwr — W)wr + B (359)

Exemple 7.
La méthode de Simpson pour la fonction f sur [0,2] est

| e~ 3150+ 4r0) + 521

Exemple 8.

2
Reprenons les calculs de 'exemple 5 et évaluons numériquement / sin xzdx, dont

0
la valeur exacte est 1, mais cette fois-ci avec la méthode de Simpson 1/3.

b— 2 — h
On a ici, n = 2, a:w/ O:E; —:L,sibien
n 2 4 3 3x12

2 1
/0 sin xdx =~ % '3 (Sin0+4sin£ +sing) =1,0022799.

Ce résultat est plus précis que celui obtenu par la méthode du trapeze simple, mais
demeure peu satisfaisant.

Exemple 9.
1

Faisons un test en calculant / e dx par la méthode composites du trapeze. C’est

0
un test tres utilisé, car cette intégrale peut étre estimée par intégration terme par
- ‘. . 2 .
terme en utilisant la série de Maclaurin pour e* . Ceci donne

1 1 o 2r o
22 x 1
dr = — | dx = — =~ 1,462652. .
/0 e” dx /0 ( E o ) x E G , 46265 (3.60)
r=0 r=0
Utilisons la table suivante :
N 2 4 10 20

Tn(f) 1,5716 1,4907 1,4672 1,4638
T (f) 1,4583 1,4624 1,4626 1,4627

Dans cette table, les valeurs sont données avec quatre décimaux apres la virgule.
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Pour comparer avec la formule de Simpson, mettons dans la table de valeurs les
résultats pour T (f), correspondant & la méthode corrigée des trapezes

h2

In(f) =Tn(f) = 5 (F'(0) = f(a)

pour toute fonction f dont la dérivée existe.
Les valeurs de T (f) sont toutes plus grandes que les valeurs de Uintégrale, qui
est consistante avec le fait que f” est positive, puisque
d2

2 2
f'(x) = wex = (2+42%)e® > 2

alors sur [0, 1]. Puisque f” est monotone croissante, on a
2< f(z) < 6e
sur [0, 1], et de la relation

b
1
[ @ = 1x(h) = 5 2O, a<é<,
a
lerreur dans T (f) est entre 1/(6N?) et e/(2N?). Ainsi, par exemple, N pourrait
étre de l'ordre de 1000 pour estimer 'intégrale avec 6 chiffres décimaux.

Exemple 10.
Mlustrons la méthode de Simpson en utilisant la fonction f(x) = e’ sur [0, 1]
en comparaison avec l'exemple (9). Dans la table ci-contre, les valeurs de Sy (f)
tournent autour de quatre décimaux apres la virgule.

N 1 2 5 10
S~ (f) 1,4757 1,4637 1,4627 1,4627

Pour faire la comparaison avec les formules composées T (f) et Sy (f), nous avons
besoin de prendre en compte le fait qe que ces formules demandent respectivement
N + 1 et 2N + 1 évaluations pour U'intégrand f. Ainsi les valeurs correspondantes
des tables de I'exemple 9 et celui de 'exemple 9 en utilisant les mémes valeurs de
Iintégrand, c’est a dire 3, 5, 11 et 21 respectivement.

On voit que d’apres la table de 'exemple 9 que les résultats avec la formule de
Simpson sont beaucoup précis que ceux des formules des trapezes et comparable a
ceux de la formule des trapezes avec terme de la correction.

L’erreur

1

50— h ), € elab] (3.61)

/abf(:c)deN

demande le calcul de f* et on a
d4
Wef = (12 + 4822 + 162%)e” .
x

Cette dérivée quatrieme étant positive sur [0,4], les estimations obtenues par les
formule de Simpson sont toutes plus grandes que la valeur de l'intégrale. Comme
f (4) est monotone croissante,

12< fW(z) <76 x€0,1]
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et d’apres (3.61) Uerreur dans Sy (f) vérifie

19e

< —.
= 720 N4

/abf(x)dx — SN

IR
240 N'*

Si nous calculons les nombres dans la table précédente avec une grande précision,
nous obtenons Sop & 1,462652 et donc d’apres (3.60), ceci est correct avec six
décimaux apres la virgule.

Exemple 11.
Utilisons les formules des trapezes et de Simpson pour estimer l'intégrale de

2
1

/ — dx. Puisque toutes les dérivée de I'intégrand sont indéfinies (car infinie) au
O x

pout z = 0, l'estimation d’erreur de chacun des termes T (f) et Sy(f) nous ap-
prend pas gande chose et nous ne pouvons pas utiliser la formule des trapezes et sont
terme de correction. La table ci-dessous donne la comparaison de Ton (f) et Sn(f),
chacun demandant 2N 4 1 évaluations de l'intégrand, pour cette intégrale, dont la
valeur est %

N 1 2 5 10
Ton () 0,6036 | 0,6433 0,605 0, 6644
Sn(f) 0, 6381 0, 6565 0, 6641 0, 6658

La table montre que bien que Sy(f) donne un meilleur résultat que Ton(f)
pour toutes valeurs de N utilisées, il n’y a pas de différence dramatique danés la
performance des deux formules comme nous ’avions vue dans I'intégrand de e*".

Remarque 5.
Notons d’apres les formules (3.27), (3.29), (3.31), (3.37), (3.40) que

(i) la formule du rectangle est exacte pour des polynémes de degré 0;
(ii) la formule du milieu est exacte pour des polynomes de degré 1;
(iii) la formule du trapeze est exacte pour des polynémes de degré 1;
(

iv) la formule de Simpson est exacte pour des polynémes de degré 3.

3.3.4 Division des fonctions différentiables et applications

Il existe plusieurs preuves des Théoremes majorant l’erreur dans la méthode de qua-
drature. Nous allons a présent en donner un fondamental qui est une variante a celui que
nous avions déja rencontrée dans le chapitre sur l'interpolation.

Théoréme 3.18.
Soit f : R — R une application de classe ¢?! sur R et a un réel tel que f(a) = 0.
Il existe une unique application continue g : R — R telle que f(z) = (z —a)g(z).
Cette application g est de classe P et

Vqe{0,...,p}, VzeR, ‘g(q)(x)‘é sup
Q+1t6[a,x]

f(q“)(t)} . (3.62)
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Preuve. Si la fonction g existe, elle est unique puisqu’elle doit conicider avec la fonction

x— ) sur tout R\ {a}. La fonction
r—a

o(z) = /O ot (o — au)du (3.63)
est continue et vérifie bien
(x —a)g(x) = /01(:0 —a)f'(a+ (z — a)u)du
-/ "t = f().

Tout ceci nous permet d’appliquer le Théoreme de dérivation sous le signe somme : la
fonction g définie par (3.63) est n fois dérivable, si bien que

1
Vge{0,....p}, ¢9(x) = / u? 9 (a + (x — a)Ju)du.
0
La formule (3.62) s’en déduit. ad

Remarque 6.
Le Théoreme 3.18 permet de majorer l'erreur commise en remplagant une fonction
f : R — R de classe ¢P™! sur R par le polynome d’interpolation de Lagrange Py
qui prend les mémes valeurs que f sur les points xg, 21,...,2p.
Soit [a,b] un intervalle fermé contenant les ;. En appliquant le Théoreme 3.18
a la fonction

z— [f(z) — Pp(z)
on obtient
f(@) = Py(x) = (x — z0)go(x)

avec

(») ‘ 1
gy (z)] < sup
‘ 0 ( ) (p + 1) tela,x]

f(”“)(t)‘ .

(puisque P;p H)(x) est le polynéme nul). En recommengant avec go,

9o(x) = (7 — 20)g1(2)

gép)(t)‘ :

avec

_ 1
o] < L s
P tcla,x)

En continuant ainsi, on obtient

gr—1(2) = (x — z1) gk (x)

—— sup
(p —k— 1) te(a,z]

pour tout k € {1,...,p}. Finalement

f(x) = Pp(z) = (x — o) ... (¥ — @) gp(2)

9™ (@)] <

g )

avec

99(a)] < sup | (0]

(p + 1)' te(a,z]
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On déduit le résultat fondamental suivant :

Théoréme 3.19.
Soit f : R — R une application de classe €P*! sur R. Si Py désigne le polynome

d’interpolation de Lagrange qui coincide avec f sur les points xg, x1,...,Zn, Si
[a, b] désigne un intervalle fermé contenant les z;, et si si My = sup f+D) ’,
tela,x]
alors
M n
Va € la,b z) — Pr(z gﬂ T —x;)|.
[7]7 |f() f( )| (p+1)! g( z)

L’erreur d’intégration dans la méthode a n pas est majorée par

n 1
S Mo (Do) My
P+ n nP(p+ 1)!

Ce théoreme permet de majorer l'erreur que l'on commet en remplagant le calcul
de I = ff f(z)dx par celui de J = ff Py(x)dz dans la méthode de Lagrange & un pas
utilisant des réels a < xg < 1 < ... < xp < b et des polynémes de Lagrange Py (x) de
degré p tels que P(&;) = f(&) pour tout i € {0,1,...,p}. On obtient

b
R,=|-J = / (f(z) = Py(2))da

N

b
/ (@) — Py()|da

a
Mysr gy gy,
(p+ 1)
L’erreur faite dans la méthode a n pas est alors majorée par

n

1+1
3 My (b—a)p S S
~(+1)!\ n n?(p +1)!

M.
Sip = 2, donc dans ce cas de Simpson, on obtient G—i (b—a)3 comme majorant de l'erreur,
n

ce qui est bien plus mauvais que la majoration (b— a)5 obtenue précédemment.

My
2880n*
3.4 La stabilité et la convergence
La stabilité et la convergence sont deux notions distinctes, mais nous allons voir
qu’elles ne sont pas indépendantes ; en fait la condition de stabilité est la méme que celle

de la convergence. Il est évident que ces deux notions sont théoriques et indépendantes
de la méthode de quadrature utilisée.

La stabilité est une notion qui exprime le fait que la formule de quadrature doit n’étre
que peu sensible aux erreurs de calcul faites sur les quantités f(z;) pour ¢ = 1,0,...,n.
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n n
En fait au lieu de calculer ZAEn)f(:ci) on calcule ZAgn)(f(:ci) + €;), d’ou lerreur
i=1 i=1
égale A Z AE")Q.
i=0
Définition 2.
Une formule de quadrature est dite stable si V (o, ...,en) € R, IM € Ry tel que

n
|ZA;L52-| < Mm]?x|5k|.

=0

Théoréme 3.20.
Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une formule de quadrature soit
stable est qu’il existe une constante 3 M € R telle que

1S A" <M, v
=0

Preuve. On a

n n
> APl <>o| A maxled
1
i=0 i=0
et par conséquent la condition est suffisante. La condition est nécessaire car s’il n’existait
pas M indépendante de n vérifiant cette condition, alors on aurait :

i 327

1=0

= Q.

A (o S
Choisissons &; = |Azn)|' On a |ZA§ )gi| = Z |A§ )|,
i i=0 =0

et par conséquent
n
I }A@)
Jim, D[4
i=

Le théoréme est donc démontré. O

= Q.

La notion de convergence exprime le fait que lerreur de quadrature tend vers zéro
lorsque n tend vers l'infini et que la fonction f appartient a un certain intervalle.

Définition 3.
Une formule de quadrature est dite convergente sur V si et seulement siVf €V

lim R,(f) = 0.
n—oo

Soit €°([a, b]) 'espace des fonctions continues sur [a, b] avec la norme de Chebychev :

If1l = e |f(z)].

L’étude de la convergence des formules de quadrature de Newton-Cétes sur 6> ([a, b])
s’effectue de la méme maniere comme nous l'avions fait pour la convergence des for-
mules d’interpolation (Voir Théorémes de la section 2, paragraphe 2.7). On a donc bien
évidemment :
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Théoréme 3.21.
Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une formule de quadrature soit
convergente sur ¢ ([a, b]) est

(a) qu’elle soit convergente sur I'espace des polyndmes;

(b) qu’il existe M indépendant de n tel que

n
> A<M, v
i=0

Pour les formules de quadrature du type interpolation que nous étudions ici la
premiere des conditions est vérifiée par la construction méme de ces formules de quadra-
ture. La seconde condition apparait donc comme la conditon nécessaire et suffisante pour
que la méthode de quadrature de Newton-Cétes, soit stable et convergente sur 6> ([a, b]).

Voyons maintenant si cette condition est vérifiée pour la métode de Newton-Cotes.
On a le résultat suivant :

Théoréme 3.22.
Si les abscisses x; sont équidistantes sur [a,b] alors les coefficients AZ(-n) de la
méthode de quadrature de Newton-Cotes sont tels que ne condition nécessaire
et suffisante pour qu’une formule de quadrature soit stable est qu’il existe une

n
constante 3 M € Ry telle que Z |A§-n)| n’est pas bornée inférieurement pour tout

=0
n. Par conséquent, la méthode de Newton-Coétes est instable et il existe au moins
une fonction f € € ([a,b]) pour laquelle la méthode ne converge pas.

Remarque 7.
C’est pour cette raison que les méthodes de Newton-Cotes ne sont pas utilisées en
pratiques. Il y a deux possibilités pour rémédier a 'instabilité et a la non conver-
gence : les méthodes composites d’'une part et d’autre part un choix des abscisses z;
non equidistants. Nous allons donc étudier ces deux possibilités.

3.5 Les formules composites de quadrature interpolatoire

Commengons par un exemple.

Exemple 12.

4
Cherchons une approximation de 'intégrale / e” dx. Par la méthode de Simpson,
0

avec h = 2, on obtient

4
/ e’dr ~
0

(e + 4e? + e*) = 56, 76958

[V V]
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Puisque la valeur exacte dans ce cas est e* — e® = 53,59815, erreur —3, 171143 est
acceptable.

Afin d’appliquer une technique de découpage par morceaux a ce probleme, par-
tageons lintervalle [0, 4] en [0,2] et [2,4] et utilisons la méthode de Simpson avec

h=1:
4 2 4
/exdac = /exder/ e“dx
0 0 2

1 1 -
~ §[60+4e+62]+§[62+463+e4]
= 53,86385.

L’erreur a été réduite a —0, 26570. Motivé par ce résultat, nous sudivisons les inter-

valles [0, 2] et [0, 4] et nous utilisons la méthode de Simpson avec maintenant h = 3

4 1 2 3 4
/ ede = / e””der/ exder/ edx +/ e“dx
0 0 1 2 3

1 1
6[60—1—41/4—1—6] + 6[64—463/2 + €%
1 1
+ 6[62—1—4@5/24—@3] + 6[63—1—4@7/24—@4]

Il vient

Q

Q

1 .
6[60 +4e'/? 4 2¢ + 4¢%/% 4 262

+ 4€%% + 2¢% + 4€7/% + el
—  53,61622.

L’erreur pour cette approximation a été maintenant réduite a —0,01807.

L’idée des méthodes composites est simple. On écrit que :

/abj"(:c)dac/jlf(:c)dach/:2 f(x)der...Jr/xilf(:c)d:c.

Puis sur chaque sous-intervale [x;, x;41], on calcule une valeur approchée de l'intégrale a
I’aide d’une formule de quadrature de Newton-Cotes avec n faible. En pratique, on utilise
n =1et n =2, ce qui conduit a la méthode des trapezes et a celle de Simpson lorsque
les abscisses x; sont équidistants. Nous prendrons systématiquement w(z) = 1.

3.5.1 Méthode composite des rectangles

Dans la méthode composite des rectangles, on remplace la fonction a intégrer f par
une fonction constante par morceaux h(z) sur chaque intervalle élémentaire [z;, x;1],

c’est a dire , - .
1= [ t@ae=3 [ f@)de.
/ >

Soit,

(i) pour les rectangles a gauche : h(xz) = f(x;) pour = € [x;, Tit1]
n—1

b
JRECED SCREEANES
@ i=0
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(ii) soit pour les rectangles a droite : h(x) = f(z;+1) pour x € [z;, Ti11]

b n—1
/ f@)de =y (g1 — 23) f(@iga)-
a =0

Théoréeme 3.23.
Soit f : [a,b] — R de classe €°[a,b] et dérivable sur Ja,b[. Alors la formule

composite des rectangles est donnée par

—q)?
b= pe), e (ad).

b h—qg it b—a (
= — Zf(a—l—l - )— 9

Somme de Riemann
Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur le segment [a,b]. On considere une
avec 0 < k < n. La somme de Riemann associée a

subdivision réguliere xy = a + k

f est alors :
Su= TS ) = Dok — mia) ). (3.64)
k=1 k=1

Les sommes de Riemann sont utilisées pour le calcul des intégrales par la méthode des
(3.65)

rectangles. En effet :
n
lim S, :/ f)de.
a

n—-+00

Notons que la limite (3.65) est vérifié sous la seule hypothese ol f est continue sur [a, b].
Notons .#([a, b],R) I'ensemble des fonctions Riemann intégrables définies sur [a,b] a

valeurs dans R (qui est un R-espace vectoriel).

Si f € #([a,b],R), alors
_ n _ b

b aZf(a—l—kbna) —>/ f, lorsque n — +oo.
k=1 @

n

Ainsi par exemple, lorsque n — —+oc.
n 1
1 dx
/ dxr =1n2.
0

| 1
kzl =Rl TE T, Tre

k+n et -

Exemple 13.
/2
Soit f(x) = coszx. Evaluons / cos dx par la somme de Riemann en prenant 10
0
107 =
= —, et comparons

us 2
oints équirépartis: xg =0, 11 = —, To = —, ..., T10 = — =
b ! q p 0 1 20 ,2 20 10 20 5
le résultat avec la valeur exacte de I'intégrale.
i(b—a
( ),fe [xi_l,ac,-]. On

Soita=zp<x1 <...<x, =>b. En posant z; = a+

sait que
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c’est a dire

™/2 s T 27 97
cosxdr ~ — |1+cos— +cos— + ...+ cos—
0

20 20 20 20
- 210(1+0,98769+0,95106+...+o,15643)
Vs
- T 10) = 1,07648.
5 (6:85310) = 1,07648

e s . LT . . , .
La valeur exacte de l'intégrale étant : sin 5~ sin0 = 1, ainsi notre évaluation est

réduite d’environ 7.6%.

Remarque 8.
b

La méthode des rectangles revient a considérer / f(z)dz comme limite des sommes
a
de Riemann de f lorsque le pas max (x; — x;—1) des subdivisions de [a, b] tend vers
<i<n
0. Pour une subdivision réguliére, on obtient (3.64). Dans les trois cas, la méthode de
quadrature simple revient a remplacer f par une application constante et la méthode

de quadrature composée n’est autre que le calcul d’'une somme de Riemann.

Exercice corrigé
| g 3| Bonus

Donner, par la méthode des rectangles, un encadrement des intégrales I, proposées
ci-apres. On préciséra l'incertitude sur les résultats.

1/2
(a) I= / (1—tH)~Y2dt (5 intervalles) ;
0
/2
(by I= / In(sin ¢) dt (6 intervalles) ;
/6

0.8
(¢c) I= / —In"ttdt (? intervalles ... a votre avis?).
0.1

(a) Soit f(t) = (1 —t?)~'/2. Par la méthode des rectangles, on obtient

1="24(0,5) - £(0)] = 0,015

(b) Posons g(t) = In(sin t). On obtient par le méme procédé D =0,121.
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t f@) % g(t)

0 1 1/6 =3/18 | —0,6931
0,1 | 1,0050 2/9 =4/18 | —0,4419
0,2 | 1,0206 5/18 —0, 2665
0,3 | 1,0483 1/3=6/18 | —0,1438
0,4 | 1,0911 7/18 —0,0622
0,5 | 1,1547 4/9 =8/18 | —0,0153

1/2 =9/18 0

Soit : 1,033 <1 <1,064 et —0,271 <1< —0,155.
(¢) Avec 7 intervalles : 0,918 < I < 1,323; D =~ 0,405.

Majoration de I’erreur dans la méthode du point a gauche ou a droite

Lorsque la dérivée premiere de f est bornée par une constante M, l'erreur dans la
méthode des rectangles est donnée par ’expression

Théoréme 3.24.

h—
Soit f : [a,b] — R de classe €. Pour n > 1, soit h = ? ot soit
n—1 "
R(f)=h)  fla+ih)
i=0

I’approximation obtenue par le point gauche. Alors, on a la majoration d’erreur

b Y
[ fds - o) C=a 1 7@

2 N zela,b)]

<

La méme majoration est valable pour le point a droite.

Preuve. On considere U'intervalle [a, §] ot o = a + (i — 1)h et 8 = a + ih et on pose

a+h
F(h) = / f(x)dx.

On a F'(h) = f(aw+ h) et F"(h) = f'(a + h). En appliquant la formule de Taylor au
deuxieéme ordre

Jeeo,n],  F(h) = F(0)+hF'(0) + %QFN(C).

Soit encore

a+h
Seelol [ f@de=hi) + 5 a0,

Posons

n—1
S=nY_ fla+iah)

=0
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En appliquant la formule précédente, on obtient la majoration cherchée

b n—1 a+(i+1)h
/ f(z)dx — S| < Z / f(z)dx — hf(x)
a i=0 a-+ih
h2 n—1 )
< I ,
< Q;If(a+zh+0)l
1 (b — a)2 /
< 5 sup [f'(x)],
SRR |/ ()]
puisque h = (b —a)/n. O

Pour augmenter la précision obtenue, on augmentera n, ce qui revient a passer a
des subdivisions de plus en plus fines. Or, la précision n’augmente que tres lentement,
c’est a dire, ~ % Pour gagner un bit de précision, il faut deux fois plus de travail.

3.5.2 Méthode composite du point milieu

En fait I'approche de la subdivision d’intervalles peut-étre aussi utilisée pour les
méthode d’ordre inférieur. Nous allons donner le théoreme pour l'extension pour la
méthode du point milieu sans preuve. Puisque la méthode du trapeze exige seulement un
intervalle pour chaque application, ’entier n peut étre pair ou impair. Pour la méthode
du point milieu, n doit étre encore un entier pair.

Théoréme 3.25. (Méthode composite du point milieu)

h—
Soit f € €2([a,b]), n un entier pair, h = (n +;) et ©; = a+ (i+1)h, pour
i=—-1,0,1,...n+ 1. Alors, il existe un £ €]a,b[ pour lequel, la méthode

composite du point milieu, pour (n + 2) sous-intervalles, peut s’écrire avec
son erreur d’integration, sous la forme

n/2

b —a
[ f@ds = Y paw) - 0O G60)
a =0

Remarque 9.
La formule composite du milieu (3.66) peut aussi s’écrire :

b Cho b—a_ 5,0
[ e =23 e - TR ), (3.67)

ou z; est le milieu du i-ieme sous-intervalle. Puisque les n sous-intervalles sont iden-
b—a
tiques, ils sont de la forme [a+ih, a+(i+1)h], avec h = Q eti=0,1,2,...,n—1.
n

Ceci entraine finalement que zj, = a + (i + 3)h. La formule (3.66) est d’ordre 1.

Exemple 14.

1
Pour f(x) = 23, on connait I'intégrale f(z)dx = 0,25.
0
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Une subdivision équidistante & n = 10 pas donne respectivement les approximations
81 199 . 121

s = =0,2025, I =0,24875 et Ig°" =— =0,3025.
r 100 M= 800 R T 00

On constante que 'approximation par point au milieu est nettement plus précise.

Majoration de I’erreur dans la formule composite le point au milieu

Théoréme 3.26.

b—
Soit f : [a,b] — R de classe €2([a,b]). Pour n > 1, soit h = 2 ot soit

I’approximation obtenue par le point au milieu. Alors, on a la majoration d’erreur

b )
/ f@)dr — Ro(f) < L= 1 "

h 24 n? z€[a,b]

Preuve. On considere l'intervalle [, 5] ot o« = a + (i — 1)h et § = a + ih. On fait un
dévélopement d’ordre 1 autour du point milieu zg = QTJ“@

£(&) = Fao) + £ o) — z0) + 57(€) & — 20)*

Ainsi

1
|f(z) — f(xo) + f'(z0)(z — x0)| < 5 max | (z — @0)>.
On constate que que

B
/ f/(x())(ﬁ —a)f(xg)dz = 0.

Par conséquent

f(xo) = f'(20)(x — xo)da

B8
/’ﬂmmfw—aV@»

< /Iﬂ@ F(ao) — £ (o) — 20)] do
< —max|f” |/ T — x0)?dx
(e, 3]

_ lmax|f"(x)| [ (@ — xo)?'] da

2 [a.f] 3 o
= gymax @) (5 o)

24 [a,8]
La proposition s’en déduit en sommant sur ¢ =1,...,n. O

Pour augmenter la précision obtenue, on augmentera n, ce qui revient a passer a des
subdivisions de plus en plus fines. Or, la précision n’augmente que tres lentement :~ n%

Pour gagner deux bits de précision, il faut deux fois plus de travail.
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a Zo b xo

La formule du point milieu (4 gauche) La formule composite du point

milieu (a droite)

| Exercice corrigé 4 |

1
3
Donner une approximation de I'intégrale / T3 en utilisant la méthode du point
0 €

milieu avec une erreur inférieure & 1072.

Déterminons dans un premier temps combien d’intervalles on doit découper 'inter-
valle de départ pour obtenir la précision demandée. D’apres le théoreme 3.26, si on utilise
n sous-intervalles, pour une fonction de classe €2, I'erreur est controlée par la formule

b n—1 3
J— i _ < . .
/a Fltydt — — > <a+(2t =, >‘ S S ?a%glf |

=0

1 _ R

Iei f(x) = I f(x) = N et
/ —62(1 + 2%)% + (32%)(2)(32?)(1 + 23
frie) - LSV CAOGAA )

de sorte que, pour z € [0,1/2], on a lestimation

[f" ()] < 3(9/8)% + (3/4)(2)(3/4)(9/8) < 6.
On cherche n satisfaisant
11 s L
23 24n? 100
On doit avoir 32n? > 100. Il suffit de prendre n = 2. Appliquant maintenant la formule

du point milieu avec n = 2, on aboutit a

1

2 dx 1 1
— =~ + =0,4869....
I e

|NJ|>~
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3.5.3 Méthode composite des trapezes

La stratégie consiste donc a décomposer l'intervalle ou 'on doit faire 'intégration,
soit [a, b], en n sous-intervalles de longueur
b—a
—
Les différents points engendrés sont notés z; pour ¢ = 0,1,2...,n. Les valeurs aux
extrémités sont a = xg et b = x,,. Ceci donne la méthode composite.

B =

De fagon plus précise, subdivisons donc l'intervalle [a, b] en N sous-intervalles [2;, z;41]
de largeur égale & h = (b — a)/N alaide de x; = a+ih,i=01,2,...,N.
D’apres les propriétés de I'intégrales,

/ab f(z)dx = ljz__;/:iﬂ f(z)dx

Cela permet d’approximer l'intégrale de la fonction f morceau par morceau. On peut
alors utiliser la méthode du trapeze simple sur chaque sous-intervalle. Ainsi

b N-1 Tit1 N-1 h
[t@ae = 3 [ f@dex Y 5 (5w + fa)
a i=0 v Ti 1=0

= D(r@) +2r(a )+ 2f (0 + 2m) +
+2f( + (N =1h)+ f(b))
= ([f(z0)+f(x1)] [f(z1) + f(z2)] +

f([@ny2) + f(@n-0)] + [f(@n1) + f(2n)])-

On remarque que tous les termes f(x;) sont répétés deux fois, sauf le premier et le dernier.
On en conclut que

b
[ e~ S0 +2f @) + ) et S )+ fn)

qui est la formule composite du trapeze. Pour évaluer I'erreur globale, rappelons que
Perreur locale dans chaque sous-intervalle [x;, z;41] est

1
Ry = *Eh?’fﬁ(&)v & € (xi,ig1).

L’erreur composite est donc
RS = i {f<2><§o> + 1) + FP(&) + -+ f D)}
_ ——h3 Zf(2 (3.68)

avec §; tel que z; <& < w4 pouri=0,1,2...,n—1.

b3 o
=1

Considérons
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Supposons f” continue sur [a,b] et qu'on a vV € [a,d]
m < f(x) < M.
Alors, en est-il de méme pour p? (pourquoi)
m< <M

qui est une valeur intermédiaire de f”. Par continuité de f”, on peut trouver (théoréme
des valeurs intermédiaires, voir en annexe), £ € [a, b] tel que

w=f"(€)
ou encore, sous ces hypotheses

n

> (&) =nf"(©). (3.69)

i=1

En reportant (3.69) dans (3.68) on obtient finalement,

3¢ €la, b]
nh? %
Ralf) = 2 £7(6), (3.70)
Or, n est égal & (b — a)/h. Donc,
Ra(h) =~ D02 e), (3.71)

avec a < & < b. On peut aussi écrire I'égalité (3.71) sous la forme
R, (f) = O(h?), (3.72)

d’ott I'on déduit que a méthode composite du trapeze est donc d’ordre h?, c’est a dire
qu’elle tend vers zéro & la méme vitesse que h2. Ceci nous conduit au résultat suivant :

Théoréme 3.27. (Méthode composite du trapéze)
Soit f € ¢?([a,b]), h = (b—a)/n et z; = a+ih, pouri = 0,1,...n. Alors, il existe
un £ €]a, b[ pour lequel, la méthode composite du trapéze, pour n sous-intervalles,
peut s’écrire avec son erreur d’integration, sous la forme
b
[t = 5 ’
a

_ 0785949
12 h= = (€).

n—1
f(a) +2Zf(xz-) + f(b)

Dans .
h =
2 |F(@) + F(b) +2 > fla+ih)

i=1

Tn(f) =

h h
tout terme apparait deux fois, & I’exception des termes 3 f(a) et 3 f(b) aux extrémités.

Exemple 15.
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Avec l'intégrale de I'exercice 13, et la méthode du trapeze, on obtient

%

/2 /2 ™ 9w T
/0 cos xzdx %10 <COSO+20052—0+...+2(:os%+cos§)

10[1 +2(0,9877 40,9511+ ...+ 0,1564 + 0] =~ 0,9979.
La réponse est exacte & 0, 2% pres, résultat plus précis que dans la méthode du
rectangle de I'exercice 13.

Exemple 16.

2
Reprenons les calculs de 'exemple 5 et évaluons numériquement / sinx dx, dont
0
la valeur exacte est 1, mais cette fois-ci avec la méthode composite des trapezes. Soit

d’abord 4 intervalles de longueur

La méthode composite des trapezes donne :

/ sinxzdr =
0

soit une erreur absolue d’environ 0,012 88 par rapport a la solution exacte donnant

une amélioration nette en comparaison avec le résultat obtenu sur un seul intervalle.

Sur 8 intervalles, la valeur de h est égale a {5 et 'on a

e

1/ . 042 s 7T+ . 7T+ . 37 b T
- = 111 1n — 1n — mn — 1n —
2 \° SHlg TSy s T sy

=0,9871158

=12 ool

/% o d T 1 /. 042 lsi T L T L 3
sinzdr ~ — .= |(sin sin — —+ sin — + sin —
0 16 2 16 8 16

+sin T +sin 2T 4+ sin 5T 4 sin 22| 4 sin T
S11 1 Sin 16 S11 3 S 16 S11 9
= 0,9996 7852.

L’erreur absolue a été réduite de 0,032. Cette erreur absolue est environ 4 fois plus
petite que l'erreur obtenue avec 4 intervalles, confirmant que la méthode est d’ordre

2.

| Exercice corrigé 5 |

Calculer la valeur de l'intégrale I ci-dessous en utilisant la formule composite du

trapeze avec
2
I = / e’ dx
0

avec 1, 2, 4 et 8 sous-intervalles.

Pour la formule composite du trapeze, on obtient :
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fn=1 %(2) (£(0) + £(2)} = 8,389056 1
f =2 %(1){f(0)—|—f(2)+2f(1)}:6,9128099
o %(%){f(0)+f(2)+2{f(%)+f(1)+f(g])}:6,5216101
* n=2~8
5 (1) 1O+ 10
24 (3)+1(5) o (3) s () 1 (5)+1 (5))
— 6,4222978

La valeur exacte de cette intégrale est 6,389 056 1 et les erreurs correspondantes sont
—20000000, —0,5237538, 0,1325540et 0,033 2417, respectivement, ce qui diminuent
par un facteur d’environ quatre a chaque étape.

Majoration de I’erreur dans la méthode composite du trapeze

Proposition 3.28.
Soit f : [a,b] — R une fonction de classe € et T),(f) la valeur approchée de
I'intégrale obtenue par la méthode du trapeze. Alors, on a :

(b*a)S 1 "
< . . )
ST I[gff]clfl

b
/f@mfnm

Preuve. D’apres (3.36) et (3.37), on sait que si f : [xg,71] — R de classe €2. Alors, il
existe un £ € [xo, z1] tel que

o1 T — r —x0)% .,
[ s = B ) + 1) - e

Ainsi sur chaque sous-intervalle, on a

a+ih 1
/ f@)dz — = (f(a+ (i — 1)h) — f(a+ih))

+(i—1)h 2

3
< 2 max | f”].

Le théoreme s’en déduit en sommant sur i =1,...,n.
On peut aussi remarquer que le changement de variable
r — X
h )

permet d’obtenir (x — ;) = (s — i)h et da = hds, si bien que le terme d’erreur devient

alors
T (E(n L (E))
/;c(, T))(IC —xo)(x — x1)dx = /0 (2755(5 — 1)h3ds.

S =
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En appliquant le théoreme de la moyenne, on aboutit a

/1 fl/(g(é))é(s - 1)h3d5 _ wh?’ /1 s(s — 1)ds
0 0

2! 2!
f"(€) s
= ——22h".
12
La méthode du trapeze se résume donc a ’égalité :
1 h "
[ s =5 10 + ) - L0, e e o
T
| T
a b a X] XZ X3 b

Formule des trapézes et formule composée des trapézes

Exercice corrigé 6
| 8 | Bonus

Soit f la fonction de la variable réelle x définie par :

f(z) = V3 +cos?z
et l'intégrale I telle que
/2
I= f(z)dx.
0
(a) Sachant que l'intervalle [0; g] est subdivisé en 15 sous-intervalles de méme étendue

(pas), calculer une valeur approchée de I, par la méthode des trapezes.

(b) Donner une majoration de Uerreur R(f), de la méthode utilisée. On rappelle que

R(H) < L9 up 117

12n? z€a,b

(a) Soit J, cette valeur approchée

T |1 T - kw
7 @lﬂf@)”(a)ﬁzﬂmlv =50
J = 2,70130.

(b) Un calcul élémentaire donne

)=~

sin 2x

V3 F cos2x
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Posons U(z) = 3 + cos2x; il vient pour f”(z) :

Fio) = - v ?] (v -

Une étude sommaire de g telle que

U(x)

)

montre que les extréma ont lieu pour x = 0 ou = = 7 ; dans ces conditions, on a
l9(0)] = lg(m)| = 2.

. i
et comme sur l'intervalle [0; 5}, on a

inf (U(m)l/Q) =242 =1,414... et que sup|f”(z)] = V2,

alors | E| est au plus égal & 0,002. Dans ces conditions, on peut conclure que :

2,699 < I < 2,704.

2x

— 0 1/15 2/15 3/15 4/15 5/15 6/15 7/15

f(z) 2 1,99453 1,97827 1,95167 1,91550 1,87083 1,81907 1,76197

2

= 8/15 9/15 10/15 11/15 12/15 13/15 14/15 1
f(x) 1,70161 1,64042 1,58114 1,52672 1, 48020 1,44446 1,42192 1,41421

Dans ’équation (3.71), on voit immédiatement que

lim R,(f) =0,

n—oo

d’ou le résultat de convergence suivant :

Théoréme 3.29.
Si f est deux fois continument différentiable sur [a, b] alors la méthode composite
des trapezes est convergente sur 42 ([a, b]).

Pour la méthode des trapezes, on voit que

A= i =1,

h

et

AM —p,

pour

1=1,...,n—

1

n
et par conséquent AZ(-") >0 Viet Z AZ(-") =nh =b— a d’ou d’apres le théoreme 3.20 :

=0

Théoréme 3.30.
La méthode composite des trapezes est stable.
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Détermination du nombre de subdivisions

Ecrivons donc la formule de méthode des trapezes sous sa forme originelle

b
/ f(z)dx / Py (x / E(z
a
r(f)+ Rr(f (3.73)
Pour a = x¢ et b = x1, on obtient

/ fa

ou & € [xg,z1], h = (b— a). Utilisons la notation T,,(f) pour réécrire (3.74) :

h3
S (o) + f() = = (6), (3.74)

| =

jf f(@)dz = Tu(f) + O(?), (3.75)
et lorsque n croit, h tend vers zéro, de sorte que
b

lim T, (f) :/ f(z)dx, (3.76)
n—oo a

relation montrant la convergence de la méthode des trapezes vers 'intégrale. Pratique-
ment, on peut se demander comment déterminer le nombre de sous-intervalle de I'inter-

valle d’intégration tel que
b
‘ [t - 1) <2

~ Y

h—
ol ¢ est un seuil d’erreur fixé d’avance. Revenons a (3.71). On a h = 4 Supposons
n
que | f'(x)] < Ma sur [a,b]. On obtient

(b—a)
|Rn(f)| N T op2 2:
D’ou, des que
(b — a)3M2
n > 196 (3.77)
on a
b
ftﬂdw—-ﬂﬂf)‘—|3nwﬁl<f7
ou encore

Exemple 17.
Quel T, (f) choisir pour avoir une erreur inférieure & 0,5 x 10~2 en utilisant une
quadrature composite du trapeze sur

200
/‘(w+nm?

—200

Onace = 0,5x1072. Mais, la deuxieme dérivée de f(x) = 3247 est identiquement
nule, donc par (3.71), pour n’importe lequel n, 'erreur est nulle. La méthode simple

115



du trapeze suffit. Géométriquement, on voit que la méthode du trapeze est excte sur
la droite (ou polynéme de degré 1).

Exemple 18.
Répondons a la méme question que dans I'exemple 17 pour

T
/ cosxdr.
—T

Onae=0,5x10"% sur [-, 7).
[f"(@)] = | = cosz| < 1.
D’ou par (3.71), avec My = 1, on doit calculer T, (f) avec

(2m)3 x 1

— =2
12 x 0,5 x 103 03,3

nz

On obtient finalement que

/ cosacdmz/ T204(f)i0,5><10_3.

—T

Il est & notrer que la principale difficulté de l'utilisation de (3.77) est le calcul de
Ms, c’est a dire la difficulté de trouver les plus petites majorations possibles pour des
fonctions.

Dans le cas ol f est complexe, on peut utiliser (3.71) de la fagon suivante :

(b—a)?®

|Rr, (f)] = o2 |7 (&)l
_ (b* a)3 1
|Rry, (f)] = mLf (&),

ol & et & sont encore entre a et b. Ainsi, si f/ ne varie pas beaucoup, en triplant le
nombre de noeuds, on divise 'erreur possiblement par un facteur 9, ajoutant peut-étre
un chiffre significatif de plus a la précision.

3.5.4 Méthode composite de Simpson 1/3

Choisissons un entier n pair. Subdivisons l'intervalle [a,b] en n sous-intervalle et
appliquons la méthode de Simpson simple, c’est a dire (3.52) sur chacuns des sous-
intervalles pairs consécutifs. Plus précisément, on prend ces intervalles deux par deux (ce
qui suppose N pair), on peut appliquer a chacun de ces blocs la formule de Simpson 1/3

simple.? Alors
b N+2—1 Toit2
/ f(z)dx
a

f(x)d
; /m (z)dx
N/2-1

> gf(:vzi) +4f(22i11) + f(22i42)),

i=0

%

2Cette terminologie est due au facteur % qui multiplie h.
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b
/f(m)dw = g(f(a)+4f(a+h)+2f(a+2h)+...+4f(a+3h)
F2f(a+4h) + ... +2f(a+ (N —2)h)
+ 4f(a+ (N —1)h) + f(b))

c’est a dire, en termes des x; :

b
[ @de = o)+ 4f @) + Flaea)) + (o) + 47 (m) + fa)

+ ... (f(x27L—4) + 4f(x2n—3) + f(xQ'n—Q))
+ f(m2n72)) + 4f(m27b—1) + f(an))
h
= g (f(@o) +4f(wr) +2f(x2) + 4f(23) + 2f(24) + ...
+ 4f(z2n—3) + 2f (x2n—2) + 4f(z2n—1) + f(720)).
Tous les termes de rang impair sont multipliés par 4 tandis que ceux de rang pair sont

multipliés par 2, sauf le premier f(xg) et le dernier f(x2,). C’est la formule composite
de Simpson-1/3. Nous venons de montrer le résultat suivant :

Théoréme 3.31. (Méthode composite de Simpson)
b—a)

Soit f € €*(la,b]), n = 2m un entier pair, h = et x; = a + th, pour

m
i =0,1,...2m. Alors, il existe un £ €|a, b pour lequel, la méthode composite de
Simpson, pour n sous-intervalles, peut s’écrire avec son erreur d’integration, sous la
forme
b h m—1 m—1
/ flayds = 2 |f(a)+f(b)+2 > fla+2ih) +4> " fla+ (20 — 1)h) + f(b)

=1 =1
_b—a)
(@), (3.78)

Exemple 19.
Reprenons les calculs de I'exemple 5 et subdivisons l'intervalle [0, 5] en 4 sous-

intervalles de longueur h = £. On a

8 8
— 1,000 1346,

3 1
/ sinxdr = T2 sin0+4sinﬁ+251nz+4sin3—w—l—sinﬁ
0 3 8 4 2

qui est une précision similaire a celle de la méthode des trapeézes pour un travail si
s

gigantesque. Avec 8 sous-intervalles de longueur 75, on a :

z 1 3
A sinzdr = 17T—6~§<51110+4sin116+251ng+4sin1—g

1 9% 7T+4. 57T+2, 37T+4j_ 77r+j_ T
sin 1 sin 16 sin 5 sin 16 51112

= 1,000008 296.

117



La grande précision obtenue vient du fait que cette méthode est d’ordre 4. On
remarque qu’en pasant de 4 & 8 intervalles (c’est & dire en divisant h par 2) on divise
Perreur par un facteur d’environ 16,22, ce qui confirme l'ordre 4 de la méthode.

Exemple 20.
On veut déterminer P
I= / f(z)dx
0
sur la base du tableau suivant :

z 0 /8 /4 378 /2

f(x) 0 0, 382683 0,707 107 0,923 880 1

e selon la formule du trapeze, on trouve

/2

f(z)dx

Q

(fo+2f1 +2fo+2f3+ fa)
0

h
2
1
3 %(O +2x0,382683 42 x 0,707107+ 2 x 0,923880 + 1)
0,9877116

e selon la formule de Simpson, on trouve

/2

f(z)dx

Q

(fo+4fi+2fo+4f3+ fa)
0

%(0 +4 % 0,382683+2 x 0,707 107 + 4 x 0,923880 + 1)

h
3
1
3
1,0000135.

Les points d’appui donnés sont des points d’appui de la fonction
/2

f(z) =sinx; ona/ sinxdr = 1.
0

On constante que 'approximation par la formule de Simpson est nettement
meilleure que celle fournie par la formule des trapezes.

| Exercice corrigé 7 |

Supposons que nous ayons la table de fonction suivante :
£(0) = 0, 846; £(0,4) =1,121; £(0,8) = 2,321;
£(0,1) =0,928; £(0,5) =1,221; £(0,9) =3,101;
£(0,2) =0, 882; £(0,6) =1,661; f(1,0) = 3,010;
£(0,3) =0,953; f£(0,7) =2,101.

1
Evaluer l'intégrale / f(x) dz par la méthode de Simpson.
0
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Par la formule de Simpson, on obtient

1
1
fla)de =~ 30 [f(0) +4f(0,1) +2£(0,2) + 4(0,3) + 2f(0,4) + 4f(0,5)
0
+ 2f(0,6) +4f(0,7) +2f(0,8) + 4f(0,9) + f(0,1)]
En insérant les valeurs de f et en calculant avec une calculatrice, on obtient

/ f@ (49 042) = 1,635.

Résultat qui devrait étre tout a fait précis, a moins que la dérivée quatrieme de f ne soit
trop grande.

| Exercice corrigé 8 |

Calculer la valeur de I'intégrale I ci-dessous en utilisant la formule de Simpson avec

2
I:/ e’ dx
0

avec 1, 2, 4 et 8 sous-intervalles.

Formule de Simpson avec 2, 4 et 8 sous-intervalles, c’est a dire n = 1,2 et 4.

b— 2—-0
a:—zl; r0=0, 21 =20+1=1, 20 =0+2=2,
2n 2

c’est & dire trois points : {xg,z1,22}, donc

* Pourn=1: h=

[ e S0 (10 + 5) £ 4700y = 6. 4207078
0

2—-0 1
*n=2: h:T:§; x; = xo +1th;
1 1 2 3 3 4
— — S — i - 2=z — Z =9
20 =0, 21 0+2 50 T2 330+2 ;T3 0+2 55 T 0+2 ;

c’est & dire cing points {zg, 1, x2, 3,24} et donc

/OQe‘Edl’ %x%{f(o)+f(2)+4f(%)+f(§)+2f(1)}

Q

~ 6,3912102.
2—-0 1 1 3
* n=4 h:T——, SC()—O 1'1—1; Z2—§, Zd—z,
4 5 6 7 8 9
T4=-; T - Xe=-; Xr=-; XTg=-=
4 47 5 47 6 47 7 47 8 4 )
c’est a dire que neuf points {xg, x1, x2, 24, ..., 27}, et donc

%

Ke“’dz %G){f(Hf() dr (1)1 (3) <1 (3)+s(3)]
s (oo
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Les erreurs correspondantes sont —0,0316717, —0,0021541 et —0,0001376, res-
pectivement, ce qui diminuent par un facteur d’environ 16 a chaque étape.

Notez que ces résultats sont plus précis que ceux obtenus utilisant la méthode com-
posite du trapeze. L’inconvénient principal de la méthode composite de Simpson est
qu’il ne peut étre seulement utilisée que quand [a, b] est divisé en de sous-intervalles
pairs.

| Exercice corrigé g |

Déterminer le nombre de sous-intervalles nécesaires et le pas h pour approchée
™

I'intégrale sinz dx avec une erreur absolue inférieure a 0,00002, en utilisant la

0
méthode composite de Simpson.

En posant x; = a + th, n = 2m, la méthode composite de Simpson donne

T h m—1 m hé
inzrdr=— |2 i i 4 i i — —— sin &.
A sinzde = 3 [ ; sin(xg;) + ;Slll(l‘g 1) 10 Sib 3
Puisque 'erreur absolue doit étre inférieure a 0,00002, I'inégalité

wh* 70
<K—=——
180 180 n4

wht

g 5 < 0,00002

n ¢ ‘
est utilisée pour déterminer n et h. Un calcul simple donne n > 18. Si n = 20, alors
h = /20 et la formule donne
9 , 10 ,
" ™ . [am . [ (2i—1D)m
dr ~ — |2 — 4 —_
/0 s T dx 60 [ ZZ_:lsm<10>+ ;sm< 20 >]
= 2,000006.
Pour étre str de ce degré d’exactitude, utilisons la formule composite du trapeze. Il vient

7Th2 7.‘.3
— si <— =— , 2,
Sin 5‘ e 1202 < 0,0000

ou encore n > 360. Puisque cela nécessite beaucoup plus de calculs pour la méthode
composite de Simpson, nous n’utiliserons pas la méthode composite du trapeéze pour
statuer sur ce résultat de ce probleme.

A des fins de comparaison, la méthode composite du trapeze, avec n = 20 et h = 7/20

donne
s
/ sinz dx
0

Q

19 .
410 lQ;sin (%) + sin0 + sin

19 .

s 1T

= 212N sin (2
40 l ;Sm<2o)

La réponse exacte est de 2. Donc la méthode composite de Simpson avec n = 20 donne une
réponse correcte dans le seuil de I'erreur désirée, et il est clair que la méthode composite
du trapeze avec n = 19 ne la donne pas.

=1,9958860.
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3.5.5 Méthode composite de Simpson 3/8

On peut aussi déterminer la formule & 4 points qui est aussi exacte pour les po-
lynémes de degré 3. Cette formule s’appelle aussi Simpson 3/8 & cause des coefficients
du développement. On prend cette fois-ci des blocs de trois sous-intervalles a la fois, et
on obtient la formule suivante :

/abf(ac)dx = "z:l/:sw:s f(z)dx

i=0 Jwsi
n—1 h

- Z %(f(msi) +3f(23541) + 3f (x3542) + f(23i13))
i=0

c’est a dire

b
[ f@de (@) + 3fa+ )+ 3f(a-+ 20) + 2f(a+ 30

+3f(a+4h) +3f(a+5h) +2f(a+6h) + ...
+ 2f(a+ (N =3)h)+3f(a+ (N —=2)h)+3f(a+ (N —=1)h)+ f(b))

avec h = (b—a)/N et N/3 entier, ou encore

b
[ e = B ) + 37 (an) + 36 () + 3 0) + 37(a0) + ..

+ f(x3n—3) +3f(x3n—2) +3f(x3n-1) + f(x30)).

L’erreur globale est
Re — 7Mh4 4 b
s = - HO©, ¢ eabl

Cette méthode a le méme degré de précision, 3, et le méme ordre de convergence, 4, que
la méthode de Simpson 1/3. La méthode de Simpson est donc de deux ordres de grandeur
plus efficace que la méthode des trapezes

Majoration de I’erreur dans la formule composite de Simpson

Cherchons maintenant ’erreur pour la quadrature composite de Simpson sur l'inter-
valle [a, b]. Pour calculer cette erreur, posons

b—a
To = a, Tom =b, et h=

2m

11 vient (En se souvenant que m = [%], c’est a dire partie entiere de )

/me flx)dx = . /;::72 f(z)dx

NE

=1
T R

— Z {g (f(z2i—2) +4f(z2i-1) + f(22:)) — Wf &)1,
i=1
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ol §; € [w2;2,22]. D'olt

m

/Oxm flx)dx = Z/:%z f(z)dx

i=1

- |:§ (f(xo) +4f(x1) + 2f(we) +4f(xg) + ... +4f(z2m—1)
5 m

S + SO

= Isy, (/) + Rsp (f) ) (3.79)

ou nous avions noté

I () = % (Fla0) + 47 (@) + 2£(2) + o+ Af (o 1) + Fwzm)  (380)
R (f) = = gD fDE),  (erreur de Is,,)(f)

De la méme facon que pour la quadrature du trapéze, on suppose la continuité de f*) (x)
pour obtenir

1
R (f) = = gomh*F(©), (3.:81)
avec € € [z, x2m] = [a, b].
b—a b—a 4
En se souvenant d’autre part que h = oum = 5T et en supposant que f( )(ac)
est bornée sur [a,b], on a finalement
b—a
R (1) = — LDt f0(e) = o), (3.52)
On peut donc écrire pour (3.79)
b
lim Ig, (f)= / f(z)dx. (3.83)

On peut utiliser (3.81) afin de déterminer le nombre de subdivisions (pair) de [a, b]
nécessaires pour que la quadrature de Simpson composite associée approche l'intégrale a
un seuil d’erreur de € donné.

b—a
On a h = ——. Supposons que | ()| < My sur [a,b]. On peut transformer (3.81)
n

et obtenir
(b — a)5M4

180 (2m)*
Pour simplifier, si on pose 2m = n, n est pair, on écrit :
(b — a)5M4

180nt

D’ou, si € est le seuil d’erreur qu’on veut atteindre, des que

|Rs,,,, (f)] < (3.84)

1/ (b—a)®My

T80e n pair, (3.85)

nz=
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|Rs,,,. ()] <€

ce qui est équivalent a la relation suivante :

b
/ flx)de =1Ig,(f) Le.

Exemple 21.
Répondons a la méme question que dans I'exemple 18 pour

s
/ cosxdr
—T

avec une quadrature composite de Simpson.
Onace=0,5x10"3sur J = [—-m, 7] et

|f(4)(£C)| = |COS(4) l‘| <1, surlJ.

La formule (3.85) donne alors

2 5
n> \/ (27) ~ 18, 16. (3.86)

180 x 0,5 x 103

Comme n doit étre pair, il suffit de prendre 20 sous-intervalle de [—m, 7] :

/ cosxdx:/ Ino(f) £0,5 x 1073,

—T

Ici Is,, donne la méme précision que Ir,,, .

Comme dans le cas du trapeze, lorsque f est complexe, on peut utiliser (3.84) de la

fagon suivante :

b— 5
s = OO oy
b— 5
Rn(Dl = 100y

ol & et & sont encore entre a et b. On voit immédiatement que
lim R,(f)=0,
n—oo

d’ou le résultat de convergence suivant

Théoréeme 3.32.
Si f est quatre continument différentiable sur [a, b] alors la méthode composite de

Simpson est convergente sur ¢*([a, b]).

Pour la méthode de Simpson, on voit que

n h n 4h .
Aé):A,SL"):? et A(QiJ)rl:?,pour i=0,...,5 —1et que
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n 2h .
Agi):?pour i1=0,...,2—1.

et par conséquent Agn) >0 Viet

n

(n)_Qh n 4h n 2h_
D B R R CRDUE e

d’out d’apres le théoreme 3.20 :

Théoréme 3.33.
La méthode composite de Simpson est stable.

Remarque 10.

n

La condition Z Agn) = b — a entraine la convergence de la méthode composite de
i=0

Simpson sur €*°([a, b]), car la premiere condition du théoreme 3.21 est vérifiée.

n

La condition Z A,En) = b— a exprime simplement le fait que la méthode de quadra-
i=0

ture est exacte pour f(x) = 1. En effet

b n n
/d:c:bfa et ZA,E")f(:ci):ZAE"):bfa.

=0 =0

Exercice corrigé 10
| g | Bonus

4
(a) On souhaite approcher l'intégrale exp(—2?) dz, par la méthode du trapeéze.

2
Combien de sous-intervalles faut-il utiliser pour commettre une erreur inférieure
ou égale & 107°.

(b) Répondre & la méme question en utilisant la méthode de Simpson.

(a) Soit f(z) = e a=2 et b=4.
L’erreur commise en subdivisant en 7 sous-intervalles est majorée par
(b—a)
12
o) = —2me™™ et f'(z) =2 +4dze =2(222 —1)e .

Msh?, ott My est le maximum de |f”(z)| sur [a,b]. On a

D’autre part
() = (122 — 81‘3)6_12 =4x(3 — 23:2)6_”2 <0 sur [2,4]
et donc f”(x) > 0 sur [0,4], si bien que |f”(z)| = f"(x) < f"(2) = l4de™* = My,
de sorte que 'erreur est au plus
b—a
12

1
Moh? = 5 * 14e *h2.
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Pour rendre cette derniere plus petite & 1076, il faut choisir A telle que

1
= X 14e™4h?
5 e

h2
h < 0,0048.

< 1076,

11075 . 3 = 0,000234,

7

. b—a o
c’est a dire que nous devons prendre n = = 416 subdivisions.

h—
(b) Pour la méthode de Simpson, l’erreur globale ne peut donc dépasser : (b—a) Myh*.

On a

180

FO () = 4(4a* — 1222 + 3)e "

Sur [2,4], on trouve que z —— 4x* — 1222 4+ 3 est croissante et ¥ —— e~

décroissante, donc

|F®(2)] < 4(4 x 4* — 1242 + 3)e 4 = 61,17 = M.

On déduit alors que
b—a
180

1
Mh* = 5 X 61,17h% = 0,68 h*.

Donc, si nous voulons une erreur inférieure & 1079, il suffit d’avoir

0,68h*

h

< 107,
< 0,035,

b—a
c’est a dire que nous devons prendre n = = 57 subdivisions.

| Exercice corrigé 11 |

Bonus

Utiliser la méthode composite du trapeze, avec les valeurs de n indiquées pour ap-

proximer les intégrales suivantes :
2

1. (a) / rlnxdr, n=4;
1

2
(b) / e dr, n=4;

-2

2
2dx
_— :6'
(c) Ax2+4’ n=Y

(d) / r?cosxdr, n=6
0

2
/ e**sin 3xdr, n=38
0

3
2dx
/1 pORRE n=2~8

n=3~8

/5 dx

37/8
/ tan 2z dx, n =2_8.
0

2. Refaire les mémes calculs en utilisant la méthode composite du point milieu avec

(n + 2) sous-intervalles.

1. Approximation avec la formule composite du trapeze.
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2—1 1 1 5 2 6
(a) IciavechzT:Zetacozl, x1:1—|—1:1; 3@:1—}—121,

3 7 4
x3=1+Z:Z, x4=1+Z:2,onobtient

3
x i f(@o) + f(wa) +2)_ fla))

j=1

[f(z0) + f(za) +2{f(21) + f(x2) + f(x3)}]
[f(1)+ f(2) + f(5/4) + f(3/2) + f(7/4)]

= g 0+2m2+(5/4)n(5/4) + (3/2) n(3/2) + (7/4) In(7/4)]
~ 0,639900

—
[\)
8
—
=)
8
QU
8
%
N | =

= ool = ol =

(b)  Le méme procédé pour la méthode du trapeze conduit & :

2 2
/ e?® sin 3z dx ~ —13,5760; / 23e® dx ~ 31,3653;
0

—2

3 2

2d 2d

/2—x~0,476977; /2—:6%0,784241;
1 2 —4 o T2+4

5 T
dzx
————— ~0,605498; z? cosx dr ~ —6,42872;
/3 Va2 —4 /0
37/8
/ tan 2z dr ~ 0,970926.
0

2. Pour la méthode composite du point milieu, en utilisant le théoreme 3.25 et en
posant

2—1 1 1 7 2 8
i e Tenh mmerhelrg g e g g
9 1 11 12 13
— Z. — — = — = — n ient :
€2 67 €3 6; T4 6 ’ Zs 6 ) L6 6 , O11 O €

(a) pour la valeur approchée de la premiere intégrale (avec n =4) :

/jaclnacdm ~ 2 (é) [f(z0) + f(22) + f(x4)]

= 215(7/6) + £9/6) + 7(11/6)]
= ; [(7/6)1n (7/6) + (9/6)In (9/6) + (11/6) In (11/6)] ~ 0, 633096.
(b) pour la deuxieéme intégrale, avec h = 277(72) = 2 et
T =a=-2, xO:aJrh:fQJr;:f%; 11:72+§:7%;
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/ Bt dr %[f(f4/3)+f(0)+f(4/3)]
_ % (—4/3) /3 40+ (4/3)° /3
11, 1568.

(¢) Pour les autres intégrales, les mémes calculs conduisent avec la méthode com-
posite du point milieu aux résultats suivants :

2 3
2d,,
/ 2% sin 32 da ~ —14, 9985; / T~ 0,478751
0 1 2 —4
2 5
2dx dx
— =~ 0,786700; ——— =~ 0,602961
A o +4 /5 Va?—4
T 37/8
/ z? coszdr ~ —6,11274 / tan 2z dx ~ 0,947868.
0 0

| Exercice corrigé 12 |

1. Déterminer les valeurs de n et h requises pour approximer & 10~° les intégrales

2 2
d
11:/ e?® sin 3z dx, et IQ:/ —x,
9 1 z+4

(a) la méthode composite du trapeze;

par :

(b) la méthode composite de Simpson;;
(c) la méthode composite du point milieu.
Calculer 'approximation pour l'intégrale Is.

2. Soit f définie par

z® +1, 0<2<0,1
f(z) =4 1,001+ 0,03(z —0,1) + 1 12, 0<x<0,2
1,009 + 0, 15(z — 0,2) + ,2)2+2(x—0,2)3, 0<2<0,3.

(a) Etudier la continuité de f.

(b) Utiliser la méthode composite du trapéze avec n = 6 pour approximer
0,3
Pintégrale f(z)da.
0
(c¢) Utiliser la méthode composite de Simpson avec n 6 pour approximer
0,3
I'intégrale f(z) dx. Les résultats sont-ils plus précis que dans la ques-

tion (b)?
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1. En utilisant la méme méthode que dans l'exercice 9, on obtient :

e Pour l'intégrale I :

(a) par la méthode composite du trapeéze :
h < 0,000922295 et n > 2168:

(b) par la méthode composite de Simpson :
h < 0,037658 et n > 54;

(¢) par la méthode composite du point milieu :
h < 0,00065216 et n > 3066.
e Pour l'intégrale I :
(a) par la méthode composite du trapeéze :
h <0,04382 et n >46; I~ 0,405471;
(b) par la méthode composite de Simpson :
h<0,044267 et n>6: I~ 0,405466;
(¢) par la méthode composite du point milieu.

h<0,03098 et n>64; Iy 0,405460.

2. (a) Continuité de f : Comme les limites & gauche et & droite en 0,1 et 0,2 pour
f. [/ et f” existent et sont égales, il y a continuité sur [0; 3]. Néanmoins,

6, 0<z<0,1
f(S)(m) =< 12, 0<r<0,2
12, 0<z<0,3.

est discontinues en z = 0, 1.

(b) Méthode composite du trapéze avec n = 6 pour approximer lintégrale
0,3
(x)dz : on obtient :
0

0, 302506 avec une borne de l'erreur égale & 1,9 x 1074,

(c) On obtient 0,302425 et la valeur effective de 'intégrale est la méme.

| Exercice corrigé 13 | -

On peut montrer que l'erreur Rg(f) de la méthode composite de Simpson peut étre
approximée par
h* . )
R Y [r®p) — f® ]
s(f) =155 |1~ ®) = ()
m b
Indication : montrer que Zf(4) (&) est une somme de Riemann pour/ f(4)(ac) dz,
j=1 @
avec m = 2n.

(a) Déduire une estimation de Ry (f) de la méthode composite du trapeze utilisant la
méthode précédente.

(b) Refaire la méme chose pour la formule composite du point milieu.
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(c¢) Utiliser Dapproximation des questions précédentes pour estimer lerreur de

2
Iintégrale I = / xln xdz.
1

(a) Pour la méthode composite du trapeze, on obtient

h3 & h? &
Re(f) = 52 f"&) =—35 D " E)h
j=1 j=1
h2
= 532 1"&)A
j=1

n
ot Aj = xj41 — x; = h pour chaque j. Puisque Z 1" (&;)Az; est une somme de
j=1

b
Riemann pour / " (x)dx = f'(b) — f'(a), on obtient :
h2
Rr(f) ~ 2 17'0) — a)].
(b) Pour la méthode composite du point milieu, on a

m

Ruf) = =% 3 16) = = 3 £(&)h),

Mais Z 1"(&;)(2h) est une somme de Riemann pour
j=1

b
[ @iz =) - .

Donc

(¢) * Pour la méthode composite du trapéze, on obtient
L.y -6

fih In2=—-6,296 x 10™°;

x Pour la méthode composite de Simpson on obtient

1 2 —6
—— h2In2=— 1076 ;
s In 3,75 x 1076,

x Pour la méthode composite du point milieu, on obtient

1 ,
6h2 In2=6,932 x 1076,

Regroupons dans un tableau 'ordre des formules d’intégration, c’est a dire le degré
du plus grand polynome intégré exactement par la formule et le nombre de points de
support :
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. Ordre
Méthode Dslgrjéi?e Nt;'h?; ou degré Majoration d’erreur
poly p i d’exactitude
Rectangle _ (b—a)?® 1 /
Point & gauche 0 ! d=0 P T max 1]
Rectangle _ (b—a)® 1 /
Point & droite 0 L =0 g T, mex L/
b—a)® 1
Point Milieu 0 1 d=1 Gb-ay - — -max|f"]
24 n?
b—a)® 1
Trapeze 1 2 d=1 b-ay - = -max | f"|
12 n
b—a)® 1
Simpson 2 3 d=3 —Q © — - max \f”|
2880 n

On suppose tacitement que f est suffisamment dérivable. Les bornes sont atteintes
pour un polynéme de degré d + 1.
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Exercice corrigé 1
[ g 4 J Bonus

Soit f une application continue de [a, b] dans R, avec a < b. On étudie I’approximation

de l'intégrale
/ fa

par la méthode des rectangles, ¢’est a dire par la suite (uy),>1 définie par :

b—a
n

n—1
b—a
= g , = k 0< k< n.
u - flxg) avec Ip =a-+ n

On suppose que f est de classe € sur [a,b]. Pour tout nombre entier naturel k tel que
1 <k <4, on pose :

My, = sup |fP(z)].
a<x<h

1. Soit [, 8] un segment inclus dans [a, b]. On considere la fonction auxiliaire p définie
par

-
2)= [ f0dt- (@ - e
(e}
(a) Calculer les deux premieres dérivées de p.
(b) Montrer que, pour tout élément z de [, 8], on a —M; < p”(x) < M.
En déduire par intégration un encadrement de p(z) pour o < @ < 3, puis établir
I’inégalité suivante :

5]
/ f(B)dt — (8 — ) f(a)

(¢) En appliquant cette inégalité aux segments [z, xg+1] pour 0 < k < n — 1,
prouver enfin que :

(b—a)®
2n
2. Soit [«, 8] un segment inclus dans [a, b]. On onsidére la fonction auxiliaire ¢ définie
par sur [« (] par la relation
(z —a)(f(z) — fa)]

2
(a) Calculer les deux premieres dérivées de g.

|J — up| < M.

q(z) = p(r) —

(b) Etablir 'inégalité suivante :

/f fdt— (8- a)f(a) —

[On pourra encadrer ¢ (x) pour a < x < 3, puis, par intégration par parties, en
déduire un encadrement de q(x).]

_(b=a)lf®) — f(a)]| _ (b—0a)’
2n So12p2 Y
3. On counsidere cette fois la fonction auxiliaire r définie sur [«, ] par la relation

r(a) = q(a) - TS U = 7o),

En procédant encore de la méme maniere, établir
(b=a)[f(b) = fla}] (b= a?lf'®) = f'@]| _ (b-a)
2n 12n2 S 720nt
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Indications.
x
(i) Puisque f est continue sur [, 5] la fonction & — / f(t) dt est la primitive de
«

f sur [, ] qui s’annule en a.

(ii) Pour obtenir des inégalités contenant des intégrales, on utilise trés souvent le
résultat suivant (voir Appendice) :

/a " Fty e

b [yt b—a
(iii) Remarquer que / f&)dt = Z/ f(t)dt et que x4 — 2, = —— pour
n
@ k=0 Tk

ke [0,n—1].

Sia<b

< / 1 (8)dt.

Retour au probléme.
b
1. Par définition, [a, 8] C [a,b], p(z) = / Ft) dt = (2 — ) f(a).

(a) Pour tout z € [o, ], (/; () dt)/ = f(z) donc
)

p(x) = fz) - f(

(b) [p"(z)] = |f"(x)] pour tout = € [a, 5], et |f'(x)| < My par définition de M.

et p’(z) = f'(z) sur [, 5]

Donc : Vz € [a, I],
Ip" ()] < My,

ou encore

—M, <p"(z) < M.

On en déduit que pour tout z € [a, (] :

/p”(t)dt‘g/ |p”(t)dt</ M, dt = My (z — a.

Donc, |p'(x)] < M;(z — «) pour tout = € [, [].

De méme, pour tout z € [a, 3] :

/;p’(t)dt‘ < /j P (t) dt < /: My dt = Ml(t—a)dt:M1@7
et .
/ p'(t) dt = p(z) — pla) = p().
Donc ( )2 (ﬁ )2
Ip(z)| < M, 5 <M, 5

En particulier, pour z = (3, on obtient :
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s 2
[ - - ) < C52

< M.

(¢) Pour tout k € [0,n — 1], [zk,Zk+1] C [a,b], I'inégalité précédente donne :

My(oksr — 2x)*
2

/ )it (= 20 )

c’est a dire

<

/ml F(t)dt — (b=a) = a)f(xk)‘ < Malb—a)

2n?

M‘|

N
|

En conclusion,

2. [0, 8] C [art], (@) = pla) - E— W@ = ()]

(a) On a
J (@) = /() - TO 2L O

() =/ (x) - LD E @) (o))
(car p"(z) = f'(x)).

(b) En reconduisant la méthode du 1b), on obtient :

— a| M-
VIG[Oz,ﬁ]: |q//(x)|< |$ 204| 2,

donc,

T N2 Y
/ q"(t)dt‘ UM ) ¢ B

2 ’ 4 ’
‘ x—a)® M T — oM
| dwa] < TR w ) < B

En particulier,

o r— « — (o — )
/f(t)dt_(ﬁ_a)f(a)J WB) = f@]] _ B=a),
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(¢) L’inégalité ainsi obtenue est valable pour tous les intervalles [vg,zk11]
(0<k<n-—1), donc

(b—a)®
12n3

2.

[ a0 =2 ) - S ) - )| <

2n =

En procédant comme en 1c), on obtient

{J o - =IO~ )
< Z /xkﬂ ft)dt — ’ ; ¢ fog) — bQ_na(f(:CkJrl) — flxg))
k=1 Y@k
d’ou
(0b—=a)lf(b) = f(@)]| _ (b—a)®
‘J—Un— 5n < TP M.
(d) [o, 0] C[a,b], r(z)=q(x)— (x — oz)[f’l(;c) — f'(a)]
On a
F(@) = of ) - L) e o) )
"o "o z—a)f (2 r— a2 (3)x
1(a) = q'(a) - LS4 o =)o) 4 (o - o)
r® () = ¢®(z) - [6f"(x) +6(z — a)f(l?’;(ﬂﬁ) +(x = fW(x)
Q(B)(x) = _f”2(ac) - G oz)2f(3)(x), donc
(z —a)?fW()
r® (@) <

On en déduit que

2
7ﬂ(3)($) < |x a|
12

Par intégration successives, on obtient

(x— o)’

My pour tout = € [o, 3]

/ O ) at] = ()] < =,
r x—a)t
/ r”(t)dt‘ — F(2)] < ﬁ \
/zr’(t)dt — Ir(@)] < “”;23‘) M.
D’ou 'on déduit
B -« —a)?
| 1wa- -0 - E52 66 - s@) - C 06 - @)
(B—a)
S o700t Y
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Finalement, en appliquant cette formule sur chaque [xg, zx41] (0 < k< n—1),
puis en procédant comme en lc, on obtient :

Jeu, - 0Zalf®) = f@)]  G=a’[f'0) = fa)]] _ (b=a)

tn on 1212 S T0ns

4

3.6 Méthode de Romberg

C’est un procédé d’accélération de la convergence d’autres méthodes comme celle des

b b—a

trapezes. En général pour calculer I = I(0) = f(z)dz, on fixe un pas h = et

a
on approxime [(0) par I(h) + E(h) ou E(h) est erreur commise, avec I'hypothese que
cette erreur tend vers 0 avec h pour f suffisamment réguliere.
Notons par T;, ou T'(h), selon qu’il vaut mieux faire ressortir la dépendance en n

ou celle de h (ot h = (b — a)/n), la valeur approchée de I obtenue par la méthode de
Newton-Cotes. Ecrivons la formule des trapezes

[ sy =~ S0 ans €l (3.57)

sous la forme

/ f(x (h) + h®Ry + O(h%). (3.88)

On sait que la méthode des trapeézes est stable et convergente sur €°°([a,b], par
contre, les résultats fournis par cette méthode ne sont pas souvent précis et la suite (T,)
ne converge pas tres vite vers I. Nous allons donc voir comment améliorer la précision de
la formule des trapezes, ou ce qui revient ici au méme, comment accélérer la convergence
de (T},). La méthode de Romberg est dérivée des méthodes de Newton-Cdtes et permet
d’accélerer la convergence.

L’idée de l’algorithme de Romberg est de prendre une combinaison linéaire de I(h)
et I(h/2) qui donne une approximation de I(0), puis de recommencer avec I(h/4) etc ...

Réécrivons (3.88) en remplagant h par h/2. On obtient
/ f(z T(h/2) + = h2R2 +O(hY). (3.89)

Eliminons maintenant le principal terme d’erreur engendré par h? entre (3.88) et (3.89).
Si nous multiplions (3.89) par 4, soustrayons (3.88) et divisons par 3, nous obtenons

/ " Fa)de = To(h) + O (3.90)

Tu(h) = 4T(h/2:)37 T(h)

Le processus d’élimination de h? est appelé la limite d’extrapolation ou extrapolation de
Richardson. Notons que nous n’avions pas besoin de connaitre la valeur de Re pour mener
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a bout ce processus. Cependant, la premiere interpolation ne nous donne aucune infor-
mation de nouveau. T (h) est juste une estimation de l'intégrale donnée par la méthode
de Simpson. Cependant, nous pouvons continuer & éliminer le terme d’erreur h*, ensuite
h8 et ainsi de suite. Lorsque le terme d’erreur engendré par h* est éliminé, on obtient

b
/f@sznme%W>

T2 - Ti(h)

B 42 -1 '

Pour obtenir T»(h), on a besoin des nombres T'(h), T (h/2) et T'(h/4). De fagon général,
on calcule par récurrence

Tz(h)

ATy (h)2) — Ty (R)
B 4k — 1 ’

Ty.(h)
et on obtient .
/ F@)da = To(h) + O(h2+2).

Cette formule est valide, pourvu que l'intégrand f soit suffisamment différentiable. Si
cette condition est vérifiée, alors on a le résultat suivant :

Théoréme 3.34.
Si f est suffisamment dérivable, alors

(a) lim Ty, = klim T =1;
(b)  Tkn — I = O(h?+2) lorsque n tend vers linfini.

(¢) la suite (Tk+1,n), pour k fixé, converge vers I plus vite que (Ty ,),, c’est a dire,
pour tout k :

Les T}, ,, ainsi obtenus sont, en général, plus précis que les 17 ,, fournis par la méthode
des trapezes.

Exemple 22.
2
Utilisons 'intégration de Romberg pour estimer U'intégrale de f(x) = e” sur I'in-
tervalle [—1, 1]. Les résultats sont contenus dans la table suivante :

h T(h) Ty (h) Ta(h) Ts(h)

[

1,859141 1,475731 1, 462909 1, 462654

1,571583 1,463711 1,462658

1,490679 1,462723

[o NI SN I B O e

1,469712
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Tous les nombres dans la table de Romberg surestiment la valeur de 'intégrale, qui
est 1.462652, arrondie & six décimales. On peut alors comparer T5(1) = 1,462654,
avec une erreur de 2-107%, et la meilleure approximation de la méthode des trapezes,
1,469712 qui a une erreur de 7 unités dans la troisieme décimale.

Dans cet exemple, toutes les dérivées de I'intégrand existe et on obtient d’excellents
résultats. On ne peut pas exclure que la méthode de Romberg soit excellente lorsque la
fonction a intégrer a une singularité dans une dérivé d’ordre inférieur.

Exemple 23.
Utilisons l'intégration de Romberg pour estimer l'intégrale de f(z) = 1/2? sur
Pintervalle [—1, 1]. Les résultats sont regroupés dans la table suivante :

>

T(h) Ty (h) Ta(h) Ts(h)

0,500000 | 0,638071 | 0,663608

0,603553 0, 656526 0,663516

0, 643283 0,663079

0, 658130

O[] N~ =

On notera que la premiere extrapolation est la méme que dans la méthode composite
de Simpson calculée dans 'exercice 8. Généralement, on peut montrer que Ty 1 = Sk,
ou Sy désigne 'approximation de la méthode de Simpson de l'intégrale I utilisant
2% sous-intervalles.

En fait, c’est le seul test dont on connait la valeur de 'intégrale, égale a % Toutes
les entrées dans la table sous-estiment 'intégrale. L’évaluation la plus étroite, avec
une erreur de plus de 0.003, montre une amélioration de la seule une décimale de
I'exactitude sur la meilleure approximation trapézoidale. Toutes les dérivés de la
fonction a intégrer ont un point singulier en x = 0.

Donnons a présent une forme beaucoup plus pratique de ’algorithme de Romberg.
Pour ce faire, écrivons la formule d’approximation de l'intégrale de f en utilisant la
formule composée des trapezes

/abf(:c)dac = g

ou ¢ €la,b[, h=(b—a)/m et x; =a+ih pour i =0,1,...,m.

F@)+ 50 +2 Y Fe)| - 550 - R "(©),

Nous obtenons d’abord une approximation de la formule composite du trapéze avec
mi=1,ms =2 m3=4,...,m, =2""1 oll nest un entier positive. Les valeurs du pas
hj correspondantes & my, sont

hy = (b—a)/my = (b—a)/28 L.

Avec cette notation, la formule du trapeze devient

2k=1_1
hy

b
R A FORVIOREE I DY
- (- k(@) (3.91)
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ou & €la,bl.

Si Tj,1 désigne une partie de 1'équation (3.91), alors on obtient :

(b—a)

T = 270 + 1) = 05

; [F(a) + 7O
Ty = 2Uf(a)+ 0)+2f(a+ ho)]
(- a)

4

@)+ 1) +2f (a+ 52 |
1

= 3 [T11 4+ hi(fa + ha)l;

Ty = 5 {To1 + half ot hs) + fla+ 3ho)]}

et d’une fagon générale,

2k72

1 .
Ty = 3 Ti—1,1+ hi—1 Z fla+(2i = 1)hg) |, (3.92)

i=1
pour tout kK =2,3,...,n.

Dans la pratique, la méthode de Romberg est tres utilisée. Voici un exemple qui
montre sa puissance.

Exemple 24.
Soit a calculer

1

d

I:/ T 4615120517.
0 ZL‘+0,01

Avec le pas hy = 1/3, la méthode des trapézes donne
T, = 18,29, et Ty =4,616.
L’application de lalgorithme de Romberg a ces 9 valeurs fournies
Ty1 =4,615120793.
Exemple 25.
Utilisons (3.92) pour déterminer la premiére étape par la méthode de Romberg pour

approximer l'intégrale sin x dx, avec n = 6. On obtient :
0

T4 = g[sinO—i—sinﬂ] = 0;

1
Toa=3 {Tm + 7sin g} — 1,57079633:

1 (. T . 3
T3, = > [TQJ + 5 (SIHZ + sin I)} =1,89611890;

1 3 5 7
Tiy =5 |Tsa + % (sing 4 sin g n sin% 4 sin g)} — 1,97423160;
Tsq =1,99357034, et Ts1 = 1,99839336.
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Comme la valeur exacte de 'intégrale est 1, il apparait que, méme si les calculs ne
sont pas difficiles, la convergence est lente. Nous allons utiliser [’extrapolation de
Richardson.

En fait, on peut montrer que si f € €°°([a, b], la méthode composite du trapeze, peut
étre écrite avec le terme de 'erreur alternative sous la forme

b 0o
/ fx)de =Ty, = Z K;h¥
a i=1
= Kihj+ Y Kb}, (3.93)
=2

ou K, pour chaque i est indépendant de hj et dépendant seulement de f (Qi_l)(a) et
FE0)

Avec cette forme de la formule composite du trapeze, nous avons éliminé les termes
provenant de h% en combinant cette équation avec sa contre-partie, et en remplacant hy
par hyy1 = hg/2:

b ot 0 & Kihii
/f(x)dxkaJrM = > Kihily =) o
@ i=1

=1
Kih?2 X Kh2
= Mt 4i’€ : (3.94)
1=2

En soustrayant (3.93) 4 fois de (3.94) et en simplifiant, on obtient une formule en O(h},)

b o0 2

Thy11+ T K [ hy' 2i
/a f(z)dz — |:Tk+1,1 + f] = Z 5 (4i1 — hi!
K (147,
S ()

On utilise ensuite une extrapolation a la formule précédente pour obtenir un résultat en
O(hY), et ainsi de suite. Pour simplifier la notation, définissons par

Tpi+Th—11

Tipo="Tr1+ 3

et appliquons la procédure d’extrapolation de Richardson a ces valeurs. En continuant

la notation, on obtient, pour chaque k£ = 2,3,4...,net 7 = 2,...,k une formule d’ap-
. . 2j PP

proximation O(h;”’) définie par

Th i1+ Th—1,-1
11

Tyj =Tk—1,5-1+ (3.95)

Les résultats de la récurrence (3.95) sont générés dans le tableau ci-dessous :
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T
To1 T
T3n T32 T33

Ty1 Taz Taz Tas

Tn,l Tn,2 Tn,S Tn,4 o Tn,n

| Exercice corrigé 15 |

2
I:/ e’ dx
0

avec 1, 2, 4 et 8 sous-intervalles par la méthode composite des trapezes donne
T1,1 =8,3890561
15, =6,9128099
751 =6,5216101
Ty, =6,4222978

L’approximation de l'intégrale

Calculer les trois premieres extrapolations de Romberg.

Soit T, (n,k = 1,2,...), approximation obtenue en utilisant la méthode du
trapeze pour l'intgrale I, utilisant 2% intervalles avec un pas hy = (b — a)/2*.

(a) La premiere extrapolation de Romberg est donnée par
1
Tro = —(4T271 — T171) =6,4207278

(4T31 — To1) = 6,3912102

|
=W =W

Tuz = 5(4Ta1 —T51) = 6,3801937
(b) La deuxieme extrapolation est donnée par

1
To o= —
53 15(

1
T3 = 1—5(16T4,2 —T32) =6,391059 3

16T55 — Ths) = 6,389 2424

(c) La troisieme extrapolation est donnée par

1
Tia= 5316715~ Ts3) = 6,380564

qui a seulement une erreur de -0,000 000 3.

La table de Romberg correspndante s’écrit :

8,389 056 1

6,9128099 6,4207278

6,5216101 6,3912102 6,389 2424
6,4222978 6,3891937 6,3910593 6,389564
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Enfin, terminons par le théoreme de convergence suivant :

Théoreme 3.35.
La convergence de T}, vers I(f) lorsque n — +0oo est surlinéaire (c’est a dire plus
rapide que toute suite géométrique).

| Exercice corrigé 16 |

Montrer que l’approximation 7} o est la méme que celle obtenue dans la formule
composite de Simpson (voir formule (3.78)) avec h = hy,.

On a
Ths = ATy —Te—11
3
1 ok—2
= 5 | D11+ 2 ; fla+ (i —1/2)hp_1)|  (dapres (3.78))
h 2k=2_1
= |75 (@) +f(0) + i Z fla+ihy-1)
2k—2
+ 2hg_1 Z f(a + (L — 1/2)hk,1) (par (3.91) avec (k — 1) au lieu de k)
i=1
c’est a dire
gk—2_q gk—2
Tro = 5 |he(fa)+ f(0)+2hk > fla+2ihg)+4he Y fla+ (2i — 1)h)
i=1 i=1
1 M—1 M
= 3 |fl@)+f(b)+2 ; f(a+2ih)+4;f(a+ (2i = 1)h)

ot h = hy, et M = 2k—2,

3.7 Quadratures de Newton-Cotes générales

Ces quadratures sont utilisées surtout lorsqu’on veut intégrer une fonction donnée par
un tableau. Lorsqu’on a un nombre pair d’abscisses on choisit en général la quadrature
composite du trapeze alliée a la méthode de Romberg. Lorsqu’on a un nombre impair
d’abscisses, on utilise le plus souvent la quadrature composite de Simpson. Les quadra-
tures de Newton-Cotes d’ordre plus élevé sont tres peu utilisées. Par souci de clarté, nous
allons donner les grandes lignes, sans trop rentrer dans les détails.

On a vu au chapitre précédent que le polynéome d’interpolation P,, pouvait s’écrire

Pn(m) = w”(m) Z f(xL)

— (z— xi)y, (2i)
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avec Y (z) = (x — x0) ... (x — x,). On a donc d’aprés ce qui précede :
A - [ L1 N
' o (T =) (@)
En effet, prenons (nous sommes dans le cas w(z) = 1) :

b—a
n

h:

et wx;=a+ih pour i=0,1,...,n.

Le premier travail consiste a calculer les coefficients Ag") de la formule de quadrature.
Introduisons (en se souvenant que a = ),

r = g + sh,

alors x = z; équivaut a s = 7. Lorsque la subdivision est réguliére, en intégrant mainte-
nant sur l'intervalle zg < x < x,,, I'expression des polynomes de Lagrange devient :

A = / H dex:h i=0,1,...,n.
o Ti — Tj
J#i J#z
(b—a)
= — Z' =5 H s —4)d (3.96)

J#l

11 est facile de retrouver rapidemment (3.96). En effet, il est facile de voir que

T — h(s—1 5—17
== - -1

i PR

Tn n
Ensuite, x = zg + sh donne dx = hds et donc que / ~dr = h/ -ds, puisque x = x;
o 0
équivaut a s = i, si * = x,, alors s = n et si x = xg, alors s = 0. Remarquons que le
second intégrand dans 'égalité (3.96) est juste le polynéme fondamental correspondant
aux abscisses i dans l'ensemble {0,1,...,n}. Ainsi en multipliant par h, les poids AZ(-")

dépendent seulement de 7 et de n et sont indépendants de la valeur de zg.

Les formules avec des poids définies par (3.96) s’appellent les formules de Newton-
Cétes fermées. Si nous interpolons f aux abscisses x1, T2, ...,ZTp—1, €t nous intégrons
par rapport a [zg, 2], il vient une séquence de formules appelées formules ouvertes de
Newton-Cétes. Le cas le plus simple de ces formules correspondant a n = 2 est

" f(x)dx ~ 2hf(x1),

xo
ol x1 — xg = h; c’est la méthde du point milieu.

Plus généralement, on appelle méthode de Newton-Cétes, toute méthode de type
interpolation qui utilise des subdivisions régulieres (x;); dans la phase de quadrature
simple. Les méthodes des rectangles, des trapezes et de Simpson sont des cas particuliers
de la méthode de Newton-Cotes.
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| Exercice corrigé 17 |

Calculer les poids A,E”) pour la formule générale de Newton-Cotes correspondant a
n =1 et n = 2 et donner les formule de quadrature dérivant de ces calculs.

(a) Pour n =1, on obtient

1
1,1
Ag”:h/ ; ds = =h
0

1
— 1
Aﬁ”:h/ s 05— Ly
Jo 1-0 2

Ceci conduit & la formule de Newton-Cétes d’ordre 1 (avec la notation f; = f(x;)

et

/4 f(x)dx =~ 2h(fo + f1), avec x —xo = h,
Jo

qui est la formule de quadrature du trapeze, approximant l'intégrale par l'aire
du quadrilatere dont les sommets sont (zg,0), (o, fo), (x1,0) et (21, f1).

(b) Pour n = 2, on obtient

@ 5 [f=D-2), 1
AS —h/o 9% =3"

1 4
Les mémes calculs conduisent & A§2> =-het A§2) = §h' La formule de Newton-

Cotes dérivant de ces calculs est :
T2 1
/ f(x)dr ~ gh(fo +4f1+ fa), avec 1, — xo = h,

ou l'on reconnait la formule de Simpson.

| Exercice corrigé 18 |

*
(a) Montrer que
AM =40, 0<ig<n (3.97)
(b) Mountrer que
(n)/.j _ nj+1 0
> A T 0<j<n, (3.98)

=0

olt le membre de droite de (3.98) résulte de l'intégration de s/ sur l'intervalle
0<s<n.

(¢) Déterminer la formule de Newton-Cotes dérivant de (3.98) pour n = 3.

(a) Pour vérifier la formule (3.97), on commence avec (3.96) et on écrit :

(n 5_]
ni_h/o H n

JjF#ENn—1i 717‘]
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En faisant la substitution s = n — u, on obtient
AW~ / | =
n—i—j
J#En—1i
et en posant j = n — k, il est clair que

JFk—i

/OHZ

JFk—i

)

qui est I’égalité souhaitée.

Si f € Py, on déduit de 'unicité du polynome d’interpolation que

| s = Rath) = - A1

i=0

Ainsi, lorsque I'intégrand est un polyndéme de degré inférieur ou égal a n, la formule
de Newton-Cotes d’ordre n donne une valeur égale a cette intégrale. En faisant un
changement de variable avec I'intervalle [0, n] & la place de [zo, z,], on obtient :

[ atsras =3 40, (3.99)

=0

tant que g est un polynome en s de degré inférieur ou égal a n. On détermine alors
A™ en rempl t J écri 1 eme d’é i linéai
i placant g(s) par s’ et en écrivant le systéme d’équations linéaires

n o it
AW =2 0<ji<n (3.100)
i=0 ' j+1

On pose j = 0 et j = 2 dans (3.98) avec n = 3 pour aboutir au systeme d’équations :

245 424 =
9A53> +54% =9

dont les solutions sont Aég) A(s) = g La formule de Newton-Cotes d’ordre 3

dérivant de ces calculs est la suivante
3 3h
f(x)dxxg(f0+3f1+3f2+f3)7 x3 —x0 = h.
xo

encore appelé la méthode des 3/8.

Notez que nous avons seulement écrit quatre équations (correspondant & j = 0 et
j = 2) que nous aurions pu utiliser, étant donné que cette méthode est exacte pour
les quatre monoémes 1, z, 22 et z°.
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Généralisation.

Une démonstration trop longue pour étre exposée ici permet d’aboutir aux formules
des termes d’erreur. Elles proviennent de l'intégrale du terme d’erreur de la formule
de Lagrange. Celle-ci contient un facteur (™1 (¢) ou f("+2)(¢) ot € est une fonction
inconnue de x. Nous allons donner ces résultats.

Prenons toujours le changement de variables

h—
r=a+hs=a+ a

S

ou n est un entier. On obtient la relation

/: f@)de = 2= /Ong(s)ds (3.101)

n

ou

g(s) = f <a L = as) (3.102)

Si nous supposons maintenant que f(x) peut étre approximée sur [a, b] par son polynéme
d’interpolation aux (n + 1) points de collocation, on obtient la formule d’approximation

/ ' F(s)ds ~ zn: A g(d) (3.103)
0

i=0

ou

(n) /"s(sf1)...(sfz‘+1)(sfif1)...(5771)
A = v — — - ds
o Wi—1)...(i—i+1)(i—i—-1)...(¢—n)
et d’apres ce que nous avions dit au début de ce chapitre, 'erreur commise dans le terme
de droite de (3.103) peut étre exprimée sous la forme,

R, = /On s(s—1)...(s —=n)g[0,1,...,n,s]ds. (3.104)

Comme le coefficient du terme de la différence divisée n’est pas de signe constant dans
I'intervalle [0, n], nous ne pouvons pas utiliser directement le Théoréme de la moyenne.
Cependant, on peut montrer que, lorsque n est impair, cette erreur peut étre exprimée
sous la forme, si n est impair :

_ gt " N
R, = Cre /0 s(s—1)...(s —n)ds, (n impair) (3.105)
et si n est pair
(n+2) n n
R, = g(nfé)g')/o (57 5) s(s—1)...(s —n)ds, (n pair) (3.106)

ou 0 <& <n.

Si nous écrivons h = (b — a)/n et x; = a + ih, f; = f(x;), le résultat peut étre mis
sous une forme explicite,

/ " fw)ds ~ hzn:AE”) ) (3.107)
o =0
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ou les coefficients A,E") sont donnés par la relation (3.2), en remarquant que

dr L dr
gls) = W (@)

de sorte que dans la relation (3.101), 'erreur dans lexpression (3.107) est donc hR,,.

On obtient alors les résultats suivants :

Théoréeme 3.36.
Si f est (n + 2) fois continuement différentiable sur [a, b], alors erreur de qua-
drature de Newton-Cotes pour n pair est égale a

prt3 f(n+2) (¢(x

R.(f)=— (n+2)!)) /OnSQ(sl)...(sn)ds, & €]0,n|.

Preuve. Laissé en exercice.

Théoréme 3.37.
Si f est (n+ 1) fois continuement différentiable sur [a, b], alors erreur de qua-
drature de Newton-Cotes pour n impair est égale a

_hn+2 f(nJrl) (5

Ru(f) = (n+1)!) /Ons(s—l)...(s—n)ds, ¢ €0, nl.

Preuve. Laissé en exercice.

Pour illustrer ces deux résultats, considérons le cas n = 2. On obtient

@ 2(571)(572) 5:1 2) _ 25(5*2>5:é
AO*A (2 “Ty A4 A(U«Ud 3

(2)7 28(872) )71
A= [ =g

si bien que de la formule du Théoreme 3.36 on déduit :

Bo £(5) 2 hB (4
Ry = JCZT(&)A s(s —1)%*(s — 2)ds = —fgio(g.

La formule correspondante & (3.107) avec le terme d’erreur s’écrit :

x2 5
/ f(z)dr = %(f<)+4f1+f2)*%f(4)(5), (o < & < 22),

qui est la formule de Simpson. En effet, pour z; = xg + th et f; = f(x;), il vient :

(x —x1)(x — x2)

(x — 2z0)(z — x2) (x — 2z0)(z — x1)
(zo — z1)(w0 — 22) "

(21— x2) (21 —22) 77 (22 — o) (w2 — 21)

Py(x) = fo + f1
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de sorte que

. (o —xl)(xo—xz) (71 — @2) (21 — 72)

+f/ (x — xp) :cf:cl) I

Q—Io 2—301)

Evaluons les intégrales utilisant un pas constant et un changement des variables :
T — X0

t=
h ’

hdt = dzx, r1 =9+ h, et x9=x9+ 2h.

On obtient

/ f(@) dz = /:f(t) hat

Q

fO/O h2(t—1)(t—2)hdt

(—h)(~2h)
2 W2t (t —2) 2 h2t(t—1)
* fl/o DIEI f2/0 enm

%

T2 % 2 2 B 2 B ﬁ 27
/xo f(x)dx : /O(t 3t +2)dt hfl/o( 2t) dt + = /0( t) dt

hfy (13 3t2 2 B L7\ hfe (BB 2
O g2 | —nfi (=t N
2 ( h s g2 \3 2"

3 2

hfo (8 12 8 hfs (8 4
= 7(57*4)”1(54)*7(55)

= g(fo +4f1 + fa2),

)

et donc le résultat annoncé.

De la méme maniere, on pourrait obtenir les formules suivantes :

fla)dx = g(fo +f1)— T—;f@)(f) ; (Formule du trapeze)

5
flz)dz = g(fo +4fi+ fa+ f3) — ;L—Of(4)(§) ; (Formule de Simpson)

s 3h

7
F@)de = == (fo +3f1+3f2+3fs) - %f W(€);  (Formule de Simpson 3/8)
" e = 2h 5 (Tfo 321 112>+ 432f5 + Tf1) — %ﬂﬁ) €);  (n=4)
Sf(x)dx ;h (19fo + 75 f1 + 50 f2 + 50 f3 + T4 f4 + 19f5)f%f (€); (n=5)
" fz)dz Tio (41fo + 216 f1 4 27 f2 + 2725 + 27 f4 + 216 f5 + 41 f5)

9h?

— ®)(g): _
Sl VO m=0)
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@ 7h
/ Jl@)de = cooes (T51fo + 3577/ + 1323 f2 + 2980 f5 + 2089 1 + 13255)
o

183h7
TS+ oLy - SIS f (), (=),

| Exercice corrigé 19 |

Utiliser les formules de Newton-Cotes fermées pour approximer 'intégrale

/4
/ x cos T dx.
0

On obtient pour :
e Formule des rectangles
%f(()) — 0,000 00

e Formule du trapeze

1m m
ST [f(o) 4 f (Z)} — 0,218090.
e Formule de Simpson 1/3

%g {f(0)+4f (g) iy (%)} = 0,262 662.

e Formule de Simpson 3/8

L5 0+ () 4 (5) 1 ()] ~om

En fait, la valeur exacte de cette intégrale est 0,262467 (avec six décimaux), et
les erreurs correspondantes sont :

0,262467, 0,044377, —0,000195 et —0,000086
respectivement. O

Les erreurs R, (f) trouvées dans les théoremes 3.36 et 3.37 sont celles de la formule
de Newton-Cotes dites fermées. On peut aussi obtenir les formules ouvertes de Newton-
Cotes dont nous allons donner les formulations sans démonstration.
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Théoréme 3.38.
e Si f est (n+ 1) fois continuement différentiable sur [a, b], alors l'erreur de qua-
drature de Newton-Coétes ouvert pour n impair est égale a

(n+1) n+1
Rn(f):_hn+2f(nf1()§!)/_l s(g—l)...(s—n)ds,

avec £ €] —1,n+1].
e Si f est (n+ 2) fois continuement différentiable sur [a, b], alors l'erreur de qua-
drature de Newton-Cétes ouvert n pair, est égale a

(n+2) n+1
Rn(f):_hn+3f(nT2()£!)/1 S(S—l)...(S—n)dS,

avec £ €] —1,n+1].

| Exercice corrigé 20 |

Utiliser les formules ouvertes de Newton-Cotes pour approximer l'intégrale

/4
/ x cos T dx.
0

On obtient pour :

e k=0
ng (%) =0,294948
e k=1
;177_2 {f (%) ny (%)} — 0,277 375.
o k=2
%1”_6 {Qf (116) 7f(g) tof (?—g)] —0,262297.
o k=3

2_511277_0 [11f (210) " (1”_0) T f (3—3)} = 0, 262 349.

Les erreurs correspondantes sont :
—0,022481, —0,014908, —0,000170, et 0,000118
respectivement.

En comparant ces résultats avec ceux obtenus dans ’exerccie 19, on s’apercoit
que 'approximation obtenue par les formules ouvertes avec k = 1 et k = 2 sont
plus précises que ceux des formules fermées. O
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FOorRMULES DE NEWTON-COTES

fi = f(z;) = fla+jh) avec h=(b—a)/N, a<é<
b
I= / f(z)dx
Trapéze (Newton-Cétes de degré 1)
e simple (N =1)
h
I'“V“E(foJrfl) Ry
e composé (N entier)
A N-1
~ . C _
I~ fo+2j;fj+fN RS
Simpson-1/3 (Newton-Cétes de degré 2)
e simple (N =2)
h
I“g(f()+4f1+f2) Ry
e composé (N entier pair)
h N-1 N-2 b
~ = ) ) C_ _
I~ fo+4;fg++2;f]+fzv § =

jimpair jpair

Simpson-3/8 (Newton-Cétes de degré 3)
e simple (N = 3)

b

3h 3h3
I~ (fo+3fi+3f2+ f3) Ry = -2 ()
e composé (N entier multiple de 3)
ah N-1 N—2 b—a
~ 2D , , c_ _b=a,4,0
Trg [fot 32 it 42 it fn ef = -5 M M©
51 315
Newton-Cétes de degré 4
e simple (N = 3)
2h
I~ EWfO +32f1 +12f5+ 32f3 4+ 7f4)
e composé (N entier multiple de 4)
oh N-1 N—2 N—4
I~ e | Tho+32 SofH12 > fi+14) +TfN
j i{n:pla ir j pjai:ri % jij
2(b—
Ry = 20Dy,
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3.7.1 Comportement asymptotique des formules de Newton-Cotes

Nous présentons maintenant quelques résultats complémentaires dans le choix entre
l'utilisation de la méthode de Newton-Cotes simples pour (n+ 1) points et la méthode de
Newton-Cote composée utilisant une formule de degré moins élevés a plusieurs reprises
par rapport a des subdivisions successives, quand n est grand.

Le probleme consiste a I’étude du comportement des termes d’erreur de Newton-Cotes

e [T ey
Ru(z) = (3.108)
hn+3f(n+2) (5)/0 (S _ g) S(S —(2+ 23? - n) da (n paiI')

ot (n+1) est le nombre d’ordonées et £ € [a, b]. En fait lorsque n est suffisamment grand,

2
n(log n)? et celui de (3.109)2 de moitié.

Ainsi, dans I'un ou autre cas, le facteur numérique tend finalement vers zéro légerement
b b
plus vite que 1/n mais moins vite que 1/n2.

I'intégrale dans (3.109); est approximée par —

Donc, si nous posons h = (b — a)/n, nous obtiendrons

_ n+2
%Jc(nﬂ)(f) (n impair)
Bn(z) ~ (3.109)
_ n+3
b—a) B f(n+2)(§) (n pair)

~ nt(log n)

lorsque n — oc.

e MBIS gg -
{ i
VEUT KIEN o

CE TRu
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3.8 Représentation du reste : théoreme de Peano

Lorsqu’on examine le reste du polynome d’interpolation, on peut noter le réle impor-
tant joué par la partie f(”+1)(§). Si, par exemple, f € P, alors f("*1) = 0, et le reste
est identiquement nul comme espéré. Pour un z fixé, nous pouvons considérer le reste

Rn(f) = f(z) = Pu(f)

en tant que forme linéaire qui opere sur f et qui annule tous les elements de P,,. Peano a
observé que si une forme linéaire possede cette propriété, alors elle doit également avoir
une représentation simple en termes de f("*1). Dés lors, nous allons exprimer 'erreur de
la formule de quadrature, en terme du noyau de Peano.

Rappelons la formule de Taylor avec reste de Laplace (ou reste intégral).

Lemme 3.39. (Premiére formulation)
Soit f € €"*([a,b]). Pour tout x € [a,b], on a

n

" (z—a)k T (x —
fa) =3 E @ + [ e an,

k=0 ’ a

Ce résultat classique se prouve par récurrence en intégrant par parties le reste intégral.
Introduisons les notations suivantes : soit x un réel; pour toute fonction g, on définit sa
partie positive par

g+ : t—sup(g(t),0)
Il est clair que  si g(t) >0, g4+(t) =g(t) etsi  g(t) <0, g+ =0.
Définition 4.

Pour tout réel = et tout entier naturel n, nous désignerons par g; la fonction
t gi(z) = (x —t)"} définie sur —oo <t < oo comme suit :

(x—t)" si —oco<t<x
(@ —t)" = (3.110)
0 si x <t,

1 si x>t
0 six <t

Il n’est pas difficile de montrer que d’apres les définitions sur la dérivation, Vn > 1
d
—(
dt
Nous allons maintenant donner une autre formulation de la formule de Taylor avec
reste intégral, légerement différente, mieux adaptée aux calculs a venir.

z—t)t =-n(z—t)7"

Lemme 3.40. (Seconde formulation)
Soit f € €™ ([a,b]). Pour tout z € [a,b], on a

_ 2": Lo+ [FEDE e gar

=0
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Définition 5.
Une forme linéaire est une application de l'espace des fonctions définies sur [a, b]
aux nombres réels telle que

L(f)(af + Bg) = aL(f) + B(g),

et ou f, g sont des fonctions et «, 5 des nombres réels.

Exemple 26.
Soit P, € Py, le polyndéme d’interpolation pour une fonction f avec (n + 1) abs-
cisses distinctes. Alors L, applique f aux nombres réels P,(z). L'indice « dans L,
permet tout simplement de dire que cette applicaton dépend de z. Comme on peut
le vérifier facilement, la forme de Lagrange des polynémes d’interpolation est une
forme linéaire. Voici deux autres exemples :

b n
L= [ f@de et L= 3 b)),

ou les ¢; et z; sont données.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat fondamental, le fameux théoreme de
Guiseppe Peano (1858-1932). Ce résultat dit ceci :

Théoréme 3.41.
Soit g; la fonction définie par (3.110) et L une forme linéaire qui commute avec
I’opération d’intégration et vérifie en plus la condition :

L(g:) est définie et L(f) = 0 pour tout f € P,.
Alors, pour tout f € €"*1([a,b]),

n

b
/ Fa)de — (b—a) S AP f(z:)

=0

L(f)

%/b Ko (t) f D (4) K () dt. (3.111)

ou K, est une fonction sur [a,b] appelé noyau de Peano associé & la méthode
définie de quadrature et définie par

K,(t) = L(x — (x —t)7}), vVt € [a,b].

Preuve. Nous devons étre tres prudents dans la preuve, car avions considéré la fonction
tronquée (x — t)ff_ comme une fonction de ¢, avec & se comportant comme un parametre.
Dans I’énoncé du théoreme, nous avons écrit L(gz), avec g¢(x) = (x —t)'}, pour souligner
que L est appliquée a la fonction (z — )" considérée comme une fonction de z, avec t
comme parametre. Ainsi la forme linéaire L applique (z — )’} au nombre réel dépendant
de t, c’est a dire, a une fonction de ¢. La forme L est dite annulée les fonctions appartenant
a Pp.
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Le point de départ est la formule de Taylor (Théoréme 3.40).

" (z—a) T (x—t)"
f) = 2 0 / &7 po) 1)

k! n!
k=0 @
= ) 4 (), (.112)
k=0 ’

a laquelle on applique 'opérateur linéaire L.

Observons que, si g : (z,t) — g(x,t) est une fonction intégrable sur [a,b] x I, le
théoreme de Fubini assure par ailleurs que

L <:c — /Ig(:c,t)dt> = /IL(:C — g(x,t))dt.

La formule de Taylor avec reste intégral (3.112) donne

f(x)

b x
Pa@)+ [ o [t

b b
= Pn(:c)+/ %/ (z — ) f D (@)at.

Mais P, (x) € Py, puisque la méthode est d’ordre p, et donc L(P,(z)) = 0 par hypothese,
de sorte que

L) = L (:g - / b%(m—t)’i f<"+1>(t)dt>
— /abL (m — %(x — t)’if(”“)(t)) dt
N /b %fwl)(t) L <:c . t)z) dt

a n!

1 b
= o [ K

dont on retiendra que I'opérateur linéaire L est appliqué & (z — t);} comme une fonction
de z. De plus, on déduit 'estimation

1 b
L) < gl Dl [ 1K Ol

Ce qui termine la preuve du Théoreme 3.41. O

On déduit le corollaire suivant :

Corollaire 3.42.
Supposons que les conditions du théoreme 3.41 sont satisfaites et de plus, que
le noyau K (t) ne change pas de signe sur [a, b]. Alors

(n+1)
LI(QL(:C”“), a<§&<b. (3.113)

Ly = (n+1)!
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Preuve. Comme f("+1) est continue et que K (t) ne change pas de signe sur [a,b], on
peut appliquer le théoréme de la moyenne a 1’égalité (3.111) de sorte que I'on obtient

L(f) = ™+ (g) /bK(t) dt, a<€<b. (3.114)

Cette égalité est vérifiée pour tout f € €™ 1([a,b]). En particulier, si on remplace f(x)
par "1, dans la derniere équation, on aboutit &

b
L(z" ™) = (n + 1)!/ K(t)dt,
qui termine la démonstration. ¢ O
Remarque 11.

Lorsque R(f) := L(f) est I'erreur d’une méthode d’intégration d’ordre k, la fonction
K (t) = L(g:) est le noyau de Peano associé a cette méthode

b n—1
K() = Lig) = [ (o= 0)dz = 3 exlai— 0.
a i=0

Corollaire 3.43.
Si la méthode de quadrature simple est d’ordre r > 0 et si f est de classe
%"+ sur [—1,1], on a la majoration suivante :

+1
L <5 s o] [ ol

7! ue[—1,1]

ou K, est le noyau de Peano de la méthode considérée.

Dans un cas particulier, on obtient une majoration de ’erreur plus facile a évaluer :

Corollaire 3.44.
Si la méthode de quadrature simple est d’ordre r > 0 et si f est de classe
@+ sur [—1,1], et si de plus le noyau de peano K,. est de signe constant sur
[—1, 1], alors, il existe £ € [—1,1] tel que on a la majoration suivante

+1

LU < 800w [ K@)

-1

+1

1

De plus / K,.(t)dt = L(u — u"™), et donc
1 r+1

L(f) = ﬁf(ﬂrl)(ﬁ)L (ur— ™).

Preuve. La premiere égalité est une conséquence du Théoreme 3.41 et de la formule
de la moyenne appliquée aux fonctions ("1 et K,. La deuxiéme égalité s’obtient en
prenant f(u) = u" 1, ce qui donne "1 (u) = (r 4 1)
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La troisieme découle des deux premieres. O

Donnons a présent donner une stimation rigoureuse de 'erreur des méthodes de qua-
drature obtenue précédemment.

Exemple 27. (Erreur dans la méthode des rectangles et du point milieu)
La méthode des rectangles est d’ordre 0 au moins, sauf lorsque x; = aT*'b (point

milieu) ou elle est d’ordre 1. Donc

b
L) = [ SR

avec
K(t) = L(x— (z—1t)4)
b
= /(x—t)+dx—(b—a)(a+b—t)
a 2 +
a+b : a+b
)2 z=b — si < L2
_ |:('Z' 2)+:| 7(()70,) 2 2
e 0 si t}‘%‘b
Or,
(z—1)21"" 1
S =0+ 0]
et r=a
e J—=t)? <D e Jla—1t? t<a
(b t)+{ bootxb @RS 4 tsa
si bien que

2
K(1)
2
(t 20’) si tg a<2i>b
K(t) =
(t — b)2 : a+b
5 si t> ekl
Or t — K(t) est positive et
b 3
(b—a)
K(t)dt =
(1) o7

Par le théoreme 3.41, on a

atb —a)? b Y
wn = [ S [ S

atb
2

N Gl 7 N )
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Exemple 28. (Erreur dans la méthode des rectangles avec [a,b] = [—1,1])
On sait que si f est continue sur [—1, 1], Perreur commise par approximation de f
en utilisant le point milieu est

1
L) = [ fluydu~25(0)
-1
Cette méthode est d’ordre 1 et le noyau de Peano est donné pour ¢ € [—1, 1] par :

i) = Ll (=02 = [ (= thadu—2(-1)

—1

= /t (u — t)du — 2(*t)+

— B(ut)Q]l

On déduit donc que

~a(t)s = 51— 1)~ 2(~1);.

1
5(1%)2 sit>0
Ki(t) = .
5(1+t)2 si t<0
1 2
c’est a dire K1 (t) (5(1 — |t|) sur [—1,1].

Comme K est a valeurs positives et que

/_11 Ki(t)dt = /01(1 —t)%dt = %,

le Corollaire 3.43 implique que

L) = [ fdu=250) = 376). gel-1,1]

Exemple 29. (Erreur dans la méthode du trapéze)
Cette méthode est d’ordre 1. Partons de la forme linéaire

b
L) = [ fa)dz - 5@ + FO)).

ot h = b — a et en prenant sg;(x) = (x — t)4, comme L(g;) existe, on obtient le
noyau de Peano

b
K0 =Lio) = [ (o= t)de = F(a =0+ (b= 0)2)

Pour,onaa <t <b (a—t)y =0et (b—1)+ =b—t. Comme (x —t); =0 pour
x < t dans 'intégrale précédent, et comme h = b — a, on obtient apres simplification

1
K(t):g(b—t)(a—t)go, pour a<t<b.

Cette fonction est négative sur [a, b] et

b1 (b—a)?
/ag(tfa)(tfb)dt: TR
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de sorte que

)= [ su-ae-nswa= "0, cela,

qui est 'erreur commise dans la méthode du trapeze. O
On peut aussi bien appliquer le Corollaire 3.42. En effet, le noyau K (¢) ne change
pas de signe sur [a, b]. Nous avons besoin de calculer

b
L) = [ atde = (a4 1) = 30— a*) - 50— )02 + o),

qui se simplifie pour donner L(x?) = —h?/6. Utilisons le Corollaire 3.42 puisque
K (t) ne change pas de signe sur [a,b]. En prenant

f(n+1)(§
L(f) = .
(= T e, a<g<
On obtient
b h h3
— [ f@xdo ~ 5(5@) + 18) = -5 £(©), a<g<b
Cas particulier.
Prenons [a, b] = [—1,1]. Comme la méthode est d’ordre 1 sur [—1,1], et on a

/f Jdu — (F(—1) + £(1)),

de sorte que que

Kit) = [ (e tdu (<1 )+ (1= 0]

—1

1
/ (u—t)du — (1 —1t)
¢

1 9 2 P
de sorte que Ki(t) = 3 (1—¢*)| <0sur [-1,1]. Comme K; = —g-onen déduit

D) = [ fdu= (F1)+ £0) = =3£(6) gel-L1L

Exemple 30. (Erreur dans la méthode de Simpson)

Cette formule est d’ordre 3 et

wp = [0 o

Kg(t) = L(:ca(:cft)i)

b —a a 3
= L(xt)idw%((atﬁ+4( ;“bt)++(bt)3+>.
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Un calcul fastidieux, mais guere difficile donne

(a—1)%(2b+ a — 3t)
12

Ks(t) =
(b—t)3(b+ 2a — 3t)
12

Mais t — Kg(t) est négative et

b 5
/ Kg(t)dt = — (bLISS)

de sorte que

[P Ks(t)

Lt = [ e g ar = -0 g,

Cas particulier.
Prenons [a, b] = [—1,1]. On écrit :

= [ 11 Fludu =2 |71+ 370+ 5|

si bien que

Kq(t) L(ur— (u—1)?%)

/1 (u—t)3du—2 [0 + %(—t)i

-1

d’ou 'on déduit

/tl(ut)gdu 2 E(t)+ +—(1

~~
N
&

!
6

\Y%
e
o

¢ € la,b].

6

(1-1)

- t)3] .

3
+

si

|

t €10,1]

[%(1 — 1)t - %(1 — t)ﬂ = —%(1 —1)*(1 + 3t),
Ki(t) =
1 4 1 :
— 1+ t)3(1+3t) + §t3 =+ t)>(1—3t) si te[-1,0]
de sorte que
Ks(t) f% (1 ()P +3)) sur 1,1,

Comme K3 garde un signe constant et que

1
/ Ks(t)dt = EL(U — u4) = —
-1
on en déduit finalement que
! 1 2 1 1
L(f)= du—2|=f(-1)+= | =—-=
(= [ stwdu-2 |50+ 10+ 5| =5
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Exercice corrigé 21
[ g J Bonus

Dans cet exercice, on note Py, ’ensemble des polyndémes de degré inférieur ou égal a k.

(a)

Soit une fonction f € € ([—1,1]). On note P le polynéme d’interpolation de f aux
points —1 et 1. Donner I’expression des polynoémes de Lagrange L;, ¢ = 1,2, 3, tels
que

P(z) = f(=1)L1(z) + f(0)La(z) + f(1)Ls(x).

En déduire les coefficients a;, ¢ = 1,2, 3, tels que la formule de quadrature

/ @) = a1 /(1) + a2 f(0) +af (1) + R(/) (3.115)

est exacte pour tout polynéme de degré inférieur ou égal & deux (c’est-a-dire tels
quon a R(f) =0si f € Pa.
Soit f € P3 et P € Py on polynéme d’interpolation aux points —1,0 et 1. On note
s € P3 le polynéme tel que

f(z) = B() + s(a).
Montrer que s est de la forme
s(x) =a(x®> - 1)z, a€R,

et en déduire que la formule (3.115) est en fait exacte pour tout polynéme de degré
inférieur ou égal a trois.

On suppose f € €4([—1,1]) et on rappelle que, par la formule de Taylor avec reste
intégral, on a
1 1
f@=p@+5 [ 10t
-1

(x—t) st t<x

(—t)4 =

avec p € Ps

0 si t>uw.

En déduire dans ce cas que Uerreur R(f) de la formule de quadrature s’écrit

SR

ou K est une fonction définie sur [—1, 1] dont on précisera ’expression générale.
On admet le fait que la fonction K est paire. Calculer explicitement K (¢) pour
t € [0,1], et montrer que l'on trouve I’expression
1 5 .
—E(l—ﬁ) (14+3t) st 0<t<1
K(t) =
K(—t) si —1<t<0.

Vérifier que K (z) ne change pas de signe sur Uintervalle [—1,1], puis utiliser le
théoréme des valeurs intermédiaires pour montrer qu’il existe £ € [—1, 1] tel que

RN =510 [ Ko

En déduire enfin I’expression

ARG
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(a) Les trois polynémes de Lagrange associés aux points d’interpolation -1, 0 et 1 sont

Li(z) = %:c(:n —1), Loy(z) = —(z — 1)(x + 1), Ls(z) = %(:L’ + 1.

Le polynome d’interpolation P étant de degré deux, on a P = f pour toute fonction
f de Pa, et les poids de la formule de quadrature recherchés sont simplement les
intégrales des polynémes de Lagrange entre -1 et 1. On trouve alors :

! 1 ! 4 ! 1
a1=/ Ll(t)dtzg, a2:/ Ll(t)dtzg, a3=/ Ll(t)dtzg.

-1 -1 -1

(b) Par propriété du polynéme d’interpolation de f aux points -1, 0 et 1, on a
s(=1) = f(=DP(=1) =0, s(0) = f(0) = P(0) = O et s(1) = f(1) — P(1) = 0.
On peut donc factoriser s par le polynome (z + 1)z(z — 1) = (2? — 1)z, qui est un
polynome de degré trois. Puisque s est également un polynome de degré trois, le

quotient de la division (exacte) de s(z) par (x? — 1)x est un réel, que 'on note a.
En remarquant a présent que

/11 s(t)dt = a/ll(tQ —1)dt =0,

on en déduit que, pour [ appartenant a Ps3

R(f) = R(P) +a (/_1 ()t~ 5(~1) ~ 55(0) - %5(1)> — R(P) =0,

la formule de quadrature étant exacte pour tout polynéme de degré inférieur ou
égal a deux.

(c) Par définition de l’erreur de quadrature R(f), on a

4

RN = [0t = 351 = 310) = 350,

d’ou, par utilisation de la formule de Taylor avec reste intégral,

) = mog [ ([ rooe-ota) - g [ ro0E- ot

3 / FOO0% - o / FOMA -0 dt.

Ayant montré a la question précédente que la formule de quadrature était en fait
exacte pour tout polynéme de degré inférieur ou égal & trois, on sait que R(p) =0
et par conséquent, apres avoir inversé I'ordre des intégrales dans l'intégrale double
(que l'on peut justifier en évoquant le théoréme de Fubini)

Lt 1 5 4 1
=g [ ([ @-ttde-ge1-0t - 0t - 50— 0t ) /O
-1 \J-1
dont on déduit I'expression générale de K?2.

(d) On admet que la fonction K est paire. Pour tout t dans l'intervalle [0, 1], on a
(_1 - t)+ = 07 (_t)-i- = 05 (1 - t)+ = (1 - t)a et
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d’out

k) = S ga-o
_ 1_12(1_t)3<3<1—t)—4)
= -0’04, Vie]

(e) L’expression ci-dessus montre que K (t) reste négative pour ¢t € [0;1] et il en est de
méme pour ¢ € [—1,0] par parité. La fonction f*) étant continue sur [—1, 1], on a
alors 'encadrement suivant :

max [0 /K dt</ K@) f®(#)dt < mm @0 /K

ee[—1,1] —1,1]

et par suite

@ () < < min f®(0).
pmax (0) o ; min_f*%(0)
— [ K@) f@(t)at
6J-1
Le théoréme des valeurs intermédiaires assure alors qu'il existe £ € [—1, 1] tel que

£ R(f)

V()3 ,
1 4
G L K(t)f®(t)dt

d’ou la premiere égalité demandée. Enfin, on a :

1
1
Kitydt=2 | K@)dt=——~ [ (1-t*Q -
/ )dt / 6/1( 0°(L+ 3t)dt = —7=,

dont on déduit la seconde égalité demandée.

3.9 Méthodes de Gauss

Nous avons vu au début de ce chapitre que le choix d’abscisses x; équidistants dans
les formules de quadrature du type interpolation conduit aux méthodes de Newton-Cotes
qui sont exactes sur P, mais ne sont pas stables, ni convergentes sur €*°([a, b]).

Nous allons maintenant essayer de choisir les z; de facon “optimale” c’est a dire de
sorte que la formule de quadrature de type interpolation soit exacte sur Py, 1. Une telle
méthode de quadrature est appelée méthode de Gauss.

Nous étudierons d’abord les conditions d’existence d’une telle Inethode ses propriétés
et sa construction effective, c’est a dire la détermination des z; et des A )

Théoréme 3.45.
La formule de quadrature & (n 4 1) points est exacte sur Py, 11 si et seulement si

(a) elle est du type interpolation & (n + 1) points

n
(b) les abscisses d’interpolation sont telles que v(z) = H(:c — x;) vérifie
i=0

b
/ zl(z)w(xz)dr =0 Vg€ [0;n] (Condition d’orthogonalité).
a
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Définition 6.

On appelle formules de Gauss des formules de quadrature vérifiant les conditions du
théoreme 3.45.

Nous prendrons les notations du début de ce chapitre, a savoir

b
I= / f(z)w(z)dx
ol wx) > 0 lorsque x € [a,b] et w intégrable sur [a, b]. On évalue I & 1’aide de la formule
de quadrature approchée :

m

I = Z Agn)f(xl) + Rn(f)

i=0
ou R, (f) représente I'erreur. Posons
Un(x) = (x — ) ... (x — zp).

Donnons la condition pour qu’une telle formule soit exacte sur Py, 41. On a le

Théoréme 3.46.

Une condition nécéssaire et suffisante pour que la formule de quadrature de
Gauss soit exacte sur Py, 41 est que

b
/ Py, (z) w(z) dx = 0, pour p=0,...,n.

On démontre également que ces formules sont “optimales” en ce sens qu’il n’est pas
possible de faire mieux :

Théoreme 3.47.
Les formules de quadrature de Gauss ne peuvent pas étre exactes sur Py, 1o.

b
Preuve. Soit & calculer I = / Y2 (r)w(x) dr. Puisque 2 (x) et w(x) sont positifs,
quelque soit « € [a,b], on a I > (31 D’autre part :

n

> A2 () = 0

i=0
par définition de 1,,. La formule de Gauss n’est donc pas exacte sur Po, 4 o. O
Le Théoreme 3.46 nous donne une condition nécessaire et suffisante pour que la

méthode de Gauss soit exacte sur Pg,, 1. La question qui se pose est la suivante : existe-
t-il un polynoéme 1), satisfaisant la condition du Théoreme 3.46 et si oui, est-il unique ?
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En d’autres termes existe-t-il des abscisses x; réelles, distinctes, uniques, situées dans
[a, b] telles que la condition du Théoreme 3.46 soit vérifiée? On a le

Théoréme 3.48.
(a) Pour les méthodes de Gauss les abscisses x; sont réelles, distinctes, situées dans
[a, ] et uniques.

(b) Les méthodes de Gauss sont stables et convergentes sur 4 ([a, b]).

3.9.1 Etude de ’erreur

Soit Pa,41 le polynome d’interpolation d’Hermite aux abscisses g, ..., 2,. On a vu
au paragraphe 2.8, Chapitre 2 que Po,4+1 € Popy1 et que
f(2n+2) (5)
=P n 2 e | o) ’ b
F@) = Prn(@) + 3@ g celad
d’ou
b b
/ f@)w(x)de = / Py (2)w(z)dx
f e
d A1
v [ T @ (3110

en supposant f € €?"2([a,b]). Or la formule de quadrature de Gauss est exacte sur
Py, 41. D’ott, puisque

Popi1 (i) = f(x4), pour i =0,...,n:

b n
/ f@yw()ds — 3 AN f(z:)

=0

f(2”+2)(€)
/w 2n+2) w(x)dz,

et puisque la fonction v, (z)w(x) ne change pas de signe dans [a, b], on peut appliquer le
théoreme de la moyenne ; d’ou

Théoréeme 3.49.
Si f € €*%([a,b]), alors 'erreur quadratique de la méthode de Gauss est
donnée par

(2n+2)
Rn(f)—f%+2 /w € € [a,b).

On a aussi le résultat suivant :
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Théoréme 3.50. (Gauss-Jacobi)

Soit w(z) > 0 une fonction poids définie sur [a,b] avec des polynémes orthogo-
naux correspondants P,(z) > 1. Soit a < z1 < x2 < ... < ... <z, < b, les zéros
de P,(z). Alors, on peut trouver des constantes positives wq, wa, ..., w, telles
que

/ w(x)P(x)dx = Zka(xi), (3.117)

ou P(x) € Pgyp_1q.

Preuve. Soit donné un polynéme vérifiant les conditions du théoreme. Soit Q(z) € P,,_1

prenant les valeurs de P(x) aux points x1, ..., x,. On peut écrire Q(z) sous la forme de
Lagrange
— Pz L (2 Li(g) = — 2\ - ).
Q(z) ; (@i)Li(zi), i(x) (z — z)w' (z;) w(z) g(x ;)
Donc, le polynéme P(x) — Q(z) admet les mémes zéros aux points x1,...,x, et par

conséquent
P(l‘) - Q(J?) = Prz(m)R7L—1(x)7

pour tout R,_1 € P,,_1, si bien que d’apres la propriété d’orthogonalité des polyndémes
P, (z) de degré inférieur, on a

b b
/w(m)P(m)dw = /w(m)[Q(m)—|—Pn(m)Rn_1(x)]dac
b
= /w(m)Q(x)dJ:

b n

b
= Z {/ w(x)Lz(:c)dm} P(x;).
Si nous posons

b
w(x) :/ w(x)L;(x)dz,

alors la relation (3.117) est vérifiée. Maintenant, L;(x) € P,_1 et est nul aux points
T1yeen s Th1y Thals - - Tp. Ainsi (Li(x))? € Py, _2 et est nul aux mémes points. De plus
L;(z;) = 1. On en déduit :

n b
w; = ij(Li(xj)f = / wz)[ L (2))? dz > 0.

Les abscisses x; sont les racines de certains polynomes et sont généralement des nombres
irrationnels. a

Pour le Théoreme de Gauss-Jacobi, on a le résultat suivant sur 'erreur.
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Théoréme 3.51. (A. Markoff)

Soit w(x) et x1,xa,..., T, donnés comme dans le théoréme 3.50. Soit f(x) €
€2 ([a,b]). Alors,

b n (2n)
En(f) =/a w(z) f(z)de — Zwif(xi) = {Qn)!g, (3.118)

ou ky, est le premier coefficient du polynéme orthonomal P} (z) associé a w(x),
et ola <€ <b.

Preuve. Le principe est ici d’utiliser I'interpolation de Hermite a chaque abscisse, répétée
une fois. Soit Hap—1(x) un polynéme de Py, 1, pour lequel

HQTL—l(xi) :f(xl)7 Hénfl(m) :fl(xi)a i = 1527"'7’”"

Alors, d’apres le théoreme sur l'interpolation de Hermite vu dans le précédent chapitre,

on a

FEM ()
(2n)!
pour ¢ < =z < bet a < {(x) < b. En appliquant a f(r) — Hap—1(z) la formule de
Taylor-Young, qui dit que si f est (n + 1) différentiable en x = x¢, alors

f(z) = Hap_1(x) + (x —21)*(x —22)? ... (2 — 2)? (3.119)

() (z
F@) = flao)+ o) —a0) 4+ LD e
(@ =)™ ) , -
(n+1)! Lf (wo) + (z)], avec xhirxlog(;p) =0,

f(x) — Hon 1 (x)
(x—x1)?(x —x2)? ... (x — xp)
tiplions (3.119) par w(x)

0 27 3 3
5 € ¢ ([a,b]), et donc F@)(&(x)) est aussi continue. Mul-

FEEw) P
(2n)! k2

w(z) f(z) = w(z)Hap—1(2) + (3.120)

ol P¥(x) est un polynéme orthogonal de degré n associé & w(z). En intégrant (3.120) et
en utilisant le Théoreme de la moyenne, on obtient

b b b
wam)=LMWMJWH@$EANWwW@M@Wx

b @n) (¢(s b
[ @tz s@ie+ LD [ @ i

(2n)! k2
n
B FEM ()
qui est le résultat annoncé. O
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3.9.2 Différents systémes de polynomes orthogonaux

Théoréeme 3.52.

1 dr 5 n
=g
Ils sont définis sur [—1,1] avec le poids w(x) = 1 et vérifient la relations de
récurrence

(n+1)P,y1(x) = 2n+ )aP,(z) — nP,—1(x) avec

Py(x)=1 et Pi(z) ==

e Les polynomes de Legendre P, (x) sont donnés par P, (z)

En utilsant les propriétés de ces polynémes, si f € €2"*%([—1,1]), on trouve

2(1 — 22) ‘

AN = S i) =0,...

i (n+ 12P2(z0) pour i=0,...,n
22n+3[(n 1)|}4

R = (2n + 3)[(2n + 2)!]3f(2n+2) ©  celtu

e Les polynémes de Laguerre L, sont définies sur [0,00) avec w(z) = e et
vérifient la relation de récurrence :

Lpt1(z)=2n+1—2a)L,(x) — nl,—1(x) avec
Py(z)=1 et Pi(z)=1-u=.

En utilsant les propriétés de ces polynémes, si f € €2"2([0, +o0), on trouve

[(n+1)1?

AN = BET N pour ¢=0,...,n

’ i Ly ()]
[(n+ 1)1 (2n+2

R LT p(nt2) 0 .

(1 = SEDLFmg ge o)
e Les polynémes de Chebychev T;,(x) = cos(nArccosz)) vérifient les conditions
1
du théoréme 3.45 pour la fonction de poids w(z) = ——— sur [-1,1]

V1—2?
Soit f € €*"+2([—-1;1],R). Il existe £ € [—1,1] tel que

b f() ok (2i — )7 77 :
/4 V1 — 22 = ; Ef (COS 2n ) * 22n+2(2n + 2)!f(2 2(6).

e Les polynémes d’Hermite H,, sont définis sur (—oo, +00) avec w(x) = e et
vérifient la relation de récurrence :

Hp1(x) =22Hy,(z) — 2nLy—1(x) avec
Py(x)=1 et Pi(x)=2z.

En utilsant les propriétés de ces polynomes, si f € €2"2([0, +o0), on trouve

(n) 2"*2(71 + 1)'ﬁ .
A; = —[Hn+1($)']2] pour ¢=0,...,n
(n+1)!

T g ©) S (o000).

R(f) = V7
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Exemple 31.
Pour la méthode de Gauss-Legendre et pour

e n =1, la relation définissant les polynomes de Legendre donne

Py(x) = %(3:}52 —1).

Ce polynome admet deux racines xyp = —1/\/§ et vr1 = 1/\/§ définissant la

Y g'en déduisent. On obtient

[ 2oy [ e,
—1To — T1 1 2/V3

et on montre aussi que A(l) = 1. L’intégrale de Gauss-Legendre se réduit a :

[ ree=s 1(-7) (%)

Le changement de variable y = (b—a)/2+ (b—a)x /2, fournit une approximation

de l'intégrale
—a b—a b—a b+a b—a
b 5a) (5 5s)

subdivision de l'intervalle de base. Les valeurs A(

/ 11 f(@)da

e Pour n = 2, le polynéme P;(x) admet trois racines, xg = —4/3/5, x1 = 0 et
= /3/5. Le calcul des valeurs ABQ) = Ag) = 5/9 et AgQ) = 8/9 donne
I’approximation de 'intégrale

! 5 3 8 5 3
/_1f(x)dx%§f (—\/;>+§f(0)+§< 5).

On peut aussi montrer que la méthode d’intégration de Gauss-Chebychev d’ordre
3est:
1
dx T V3 V3
[t (B o ()
_1vV1—22 3 2 2

Théoréme 3.53.
Supposons que 1, 2, . .. T, sont les n racines du polynéme de Legendre P, (x)
et que pour ¢ = 1,2,...,n, les nombres ¢; sont définis par

T — T
= / H J dw
J#l

Si P(z) est un polynome de degré inférieur ou égal & 2n, alors

/_ 11 Pa)dz — éciP(xi).

Preuve. Counsidérons le cas d’un polynome R(x) de degré inférieur ou égal a n. Ecrivons
R(x) sous forme de (n — 1) polynémes de Lagrange avec des noeuds aux racines nieme
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du polynéme Legendre P, (x). Cette représentation est exacte, puisque le terme d’erreur
engendré par la dérivée nieme de R est nul. Donc

1 1| n o

R(x)dx / L R(x;)| dx

| @ = e
i

- Z /1 H ; _:;]j do| R(xz;) = ZciR(xi).
i=1 -1 = =1

i

On obtient le résultat pour les polynomes de degré inférieur ou égal a n.

Si le polynéme P(x) de degré inférieur ou égal & 2 est divisé par le nieme polyndéme
de Legendre P,(z) alors, on obtient deux polynémes Q(x) et R(x) de degré inférieur ou
égal a n avec

P(z) = Q(z)Pu(z) + R(x).

Maintenant nous allons utiliser 1'unicité des polynomes de Legendre. D’abord, notons
que le degré du polynéme Q(z) est inférieur ou égal & n, si bien que

1
| a@r.@ =0
-1
Mais, comme z; est une racine de P,(z) pour chaque i = 1,2 ..., n, on obtient

Finalement, puisque R(x) est un polynome de degré inférieur ou égal & n; ceci implique

/11 R(z) = iqR(xz)

En combining toutes ces relations, on obtient que la formule est exacte pour le polynéome
P(x) :

/ ' paydr = / Q) Pa(2) + R(@)de

-1 -1
1 n n
= / R(z)dx = ZciR(zi) = ZCZP(IL'Z)
-1 i=1 i=1
Ce qui démontre le résultat annoncé. O

Remarque 12.

(a) Les constantes dont il est question pour la méthode de quadrature de Gauss peuvent
étre générés par I’équation du Théoreme 3.53, mais ces constantes sont les racines
du polynome de Legendre et sont habituellement présentées en tableaux.

(b) Un des inconvénients de I'intégration de Gauss est la dépendance des z; et ¢; sur a
et b de sorte qu’a chaque fois un nouvel intervalle d’intégration est nécessaire et les

calculs doivent étre refaits. Le probleme est grandement simplifié en remarquant
b
qu’une intégrale f(z)dx sur un intervalle arbitraire [a,b] peut étre transformée

a
en une intégrale sur l'intervalle [—1, 1] par I'utilisation du changement de variables
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2c —a—b 1

Ceci permet d’écrire la formule de quadrature sous la forme

/abf(:c)dx B /11 ; ((b —a)t+ b+ 1)> b-a), (3.121)

2 2

Par exemple, la méthode de quadrature appliquée a l'intégrale I = f11’5 e~ da
exige que lintegrale soit d’abord transformée en un probleme dont l'intervalle
d’intégration est de [—1,1]. En appliquant (3.121), on obtient

1,5 1 1
/ e~ dr = —/ e~ (t+5)°/16 1.
1 4)4

Exemple 32.
Considérons la détermination des nombres zg, x1, cg, et ¢1 tels que

/o f(w)dx = co f(x0) + c1f(z1)

soit exacte pour les polynémes de degré inférieur ou égal a 3.

Prenons 15 () = 22 — 2+ 1/6 vérifiant la codition d’orthogonalité du théoreme 3.45
sur Uintervalle [0, 1] (obtenu par “orthonormalistion de Gram-Schmidt”) qui admet

comme racines
1 - 1 1 1 1
xro = — _— xr1 = — —_—— .
2\ T vE) T el B

Le systeme d’équations 3.122 devient

() 36-) 00

admettant ¢ = 1/2 et ¢; = 1/2, comme solution, si bien que la méthode de quadra-
ture correspondante s’écrit :

s = 3ol (e )] =[5 (-1}

3.10 La méthode des coefficients indéterminés

Plutot que d’interpoler f en certains points et d’intégrer le polynome d’interpolation,
on préfere souvent rechercher une formule de quadrature du type

/ bf(x)dx ~ > A f(a)
a 0<i<n

qui est exacte sur un certain ensemble, par exempe sur R;[X] avec le plus grand [ possible.
En efft, soit le polynéme d’interplation P, (z). Ecrivons P, (z) sous la forme de Lagrange



On a

Il
g
&
—~
&
=
&

Si nous posons

b
=t et AP = [ L

Alors

b
/ fla)de = A f(wo) + A f(a1) + AYY f(as) + ...+ AD f(an).

On obtient le résulat suivant :

Théoréme 3.54.

/ f@dr~ S AM f()

0<i<n

soit exacte sur R, [X].

Soit n € N. Etant donnés (n + 1) nombres réel zg, 21, ..., 2,, tous distincts, il
existe des coefficients A(()n), A§”), cee A%n), uniques, tels que la formule de qua-
drature

Preuve. Puisque la formule doit étre exacte sur R,,[X], on écrit pour

f: x — et pour 0 <k <n
b
/ zhdr ~ Z A f ()
a 0<i<n

ce qui est un systeme Inéaire & (n+) inconnues A = (A{™)

0<i<n-
(n) b
11 ... 1 ... 1\ (A S, dx
b
To XL .. Ty ... Tn Agn) [, zdx
kook k k =
T NN ay | ] A [, aFdax
n n n n
O A I /43 Al fb 2" dx
a

(3.122)

La matrice de ce systeme est une matrice de Vandermonde dont le déterminant est

H (xj — ;). Elle est inversible si et seulement si les points x; sont tous distincts, et

0<i<j<n
dans ce cas la solution de (3.122) est unique.

O

Cette méthode consitste a approximer une intégrale par une somme pondérée de va-
leurs de fonctions. En principe, si on ne peut intégrer les polynomes élémentaires de la
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forme de Lagrange, tout irait bien. Mais les calculs des poids Ag") sont long et fastidieux.
D’abord, le cotit total d’obtention des constantes des dénominateurs des fonctions L; est
de (n+1)(2n+1) opérations arithmétiques. Puis, le coiit total de réécriture, de combinai-
son et d’intégration de ces polyndmes est de (6n + 3) opérations arithmétiques. Donc, en
principe, le cotit d’obtention de I'aproximation dépasse n® opérations arithmétiques. Pire
encore, il faut refaire tout ce calcul pour tout nouveau tableau de valeurs de la fonction
f.

La méthode des coefficients indéterminés est plus rapide. Au lieu d’évaluer la forme
de Lagrange du polynéme d’interpolation, puis de U'intégrer, on évalue les coefficients
Ay, A(ln), Aén), A;’” en exigeant que la forme soit exacte pour des polyndomes de

degré inférieur ou égal a n. Comme l'intégrale est linéaire, cela revient a exiger que la

formule soit exacte pour les mondémes 1, z, z2, ..., z".

Exemple 33.

4
Pour évaluer / f(z)dz, développons une formule de la forme
1

/1 f@)dz ~ af (1) +bF(2) + cf (5),

et appliquons-1a a dans différents tableaux de valeurs. Les coefficients indéterminés
a, b et ¢ sont fixés pour que la forme soit exacte pour les polynomes de degré
inférieur ou égal & 2, puisqu’on peut faire passer un polynéme d’interpolation de
degré inférieur ou égal a 2 par les trois abscisses. On obtient :

(i) Formule exacte pour f(z) =1
<:>/41dx=a+b+c<:>3:a+b+c.
(ii) Formule exacte pour 1f (x) =2
<:>/14:Ed:ra+2b+5c<:> 12—5 =a+ 2b+ 5.
(iii) Formule exacte pour f(x) = x?

4
<:>/ 22dx = a + 4b + 25¢ < 21 = a + 4b + 25¢
1

Dong, il faut résoudre un systeme linéaire de trois équations a trois inconnues. On
obtient

3 3
— 2 =3 — 2
=7y TR

D’ou la formule générale

* 3 3
| e = =50 +352)+ $106)

Pour le tableau des données,

z 1] 2 5
fx | 2 | 5 | 13

4
/1 Fa)da ~ %m) +3f(2) + %f(5) — 19,125,
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Naturellement, I'intégration de degré 2 passant par les points (1,2), (2,5) et (5,13)
aurait donné la méme réponse numérique, puisque la méthode des coefficients
indéterminés permet justement d’évaluer astucieusement I'intégrale du polynoéme
d’interpolation écrit sous la forme de Lagrange.

Exemple 34.
Calculons une valeur exate de I'intégrale suivante

2
I:/ 2% dx
0

par la méthode des coefficients indéterminés et vérifions le résultat par la méthode
analytique traditionnelle.

Pour ramener U'intégrale I dans l'intervalle [—1, 1], on doit faire un changement
de variable en posant

r=t+1
On a donc dx = dt, et on obtient

2 1
/ widr = / (t+ 1)3dt.
0 -1

Pour résoudre cette équation, on doit estimer a, b et ¢ tels que
1
/ (t+1)%dt = ag(—1) + bg(0) + cg(1)
-1

On impose les polynomes de bases z7 avec j = 0, 1,2, c’est & dire les polynémes de
base de la forme 1, z, 2 et on calcule ces coefficients en établissant les trois relations
suivantes ;

Lorsque g(z) =1,on a g(—1) =1, g(0) =1 et g(1) =1 et donc
1
/ Lde =2 = a(1) + b(1) + (1) = 2.
—1
Lorsque g(z) =z, on a g(—1) =1, ¢g(0) =0 et g(1) =1 et donc
1
/ ldr=0=a(-1)+0b0)+c(l)=—-a+c=0
—1
Lorsque g(x) = 2%, on a g(—1) =1, g(0) =0 et g(1) = 1 et donc
! 2
/ rde = 2 = a(1) +b(1) + (1) = 2/3.
—1

On doit alors résoudre le systeme

at+b+c = 2
—a 4+c¢c = 0
a +c = %

dont 'on déduit a = 1/3, b =4/3 et ¢ =1/3, et donc

2 : 1 <
/ dr = / (t+1)%at
0 -1

= (1/3) (=14 1)+ (4/3)(0+1)> + (1/3)(1 + 1) = 4.
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2 472
: T
Par la méthode analytique tradistionnelle, on a / 22 dr = [Z] =4.
0 0

>

Cette méthode offre I'avantage de donner une formule générale au lieu d’une valeur
numérique dans un cas particulier. Donc, elle est plus générale que celle de 'intégration
du polynome d’interpolation issu des données numériques.

La méthode des coefficients indéterminés s’applique a un tableau de valeurs de valeurs
d’une fonction qui contient des valeurs de dérivées : il suffit d’imposer un nombre suffisant
de conditions d’exactitude.

Exemple 35.
5

On cherche a approximer / f(z)dz en fonction de f(0), f(2), f'(2) et f(3).

1
Imposons quatre contraintes a la formule approximative

b
/ f(@)dz ~ af(0) + bf(2) + cf (2) + df(3),

pour qu’elle soit exacte pour les monémes 1, z, 22 et 23. On obtient les quatres

équations
a+b+0c+d = 5
O0a+2b+c+3d = 25/2
Oa+4b+4c+9d = 125/3
Oa+8b+12c+27d = 625/4,
d’ou 'on déduit
5
55 125 275 475
dr ~ ——2 F(0) — == £(2) — Z2/(2) + — £(3).
[ fade ~ —22r0) - T210) - TR+ FEE)

| Exercice corrigé 22 |

), ey A§3), 1 et xo tels que la formule de quadrature

Déterminer AgB

1
/ f@)dz = AD f(—1) + AP f(z1) + AD f(22) + AP F(1) + Ra(f),
—1

soit exacte pour des polynoémes de plus haut degré possible.

Ecrivons que la formule est exacte pour f(z) =1, x,...,x°.

Posons
P3(x) = (z—z)(z—a2)(x—1)(x+1)
x? + a3x3 + ang +a1x + ap.

En utilisant la méthode des coefficients indéterminés, on trouve

2 2
g+§a2+2a0:0
+2 0
—az+ -a =0.
503"
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On a également 3(1) = ¢3(—1) =0, d’ou
l+as+as+a+ay=0

l—az+az—a;+ap=0
d’ou 'on déduit
a1 =a3 =0

a2:—6/5, a0=1/5.

Par conséquent

Ps(x) = 7%(1’ —1)(z+ 1)(5:432 —1),

d’ou 'on déduit )

V5’
En reportant ces valeurs dans les relations qui expriment que la formule de quadrature
est exacte pour f(x) = 1, x, 2%, 23, on obtient :

o = 1/\/5

Ty = —

_9

1 . .
AP =AY =~ et AP = 4P 5

6
d’ou la formule

/llf(”f) e =g [(%) +/ (%)] PPN SO R (3123)

Cette formule de quadrature est connue sous le nom de méthode de Lobatto.

n—1

| t@ie = 2D fO S AT SR (124)

i=1
ou les z; sont les racines de P, (P, étant le polynéme de Legendre de degré n). On a

A — 2

s}y e B

(n+ 1)n3 220+ (n — 1)!)*
(2n + 1)[(2n)1]?

Ru(f)=— FeE) e l-1,1]
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3.11 Exercices

Ces exercices de type classique vous permettront un entrainement progressif. Certains,
plus complexes, vous entraineront a mobiliser rapidemment vos connaissances sur un
théeme précis du cours, ou sur des questions diverses.

Exercice 1. )

Soit a approximer l'intégrale f(x)dx et soit g = a, v1 =bet h=5b—a. On

rappelle la formule simple du trgpéze :

vamw

1. Approximer les intégrales suivantes :

1 1,6
2
(a) / ztda; / T iz
0,5 1 T 4
—4

2 _
0,5 1,6
S 6 94
o dz; [ 2=
0 $—4 1 €T
w/4

1,5
(c) / 2 Inz dx; xsin x dr
1 0

1 /4
(d) / e du; / 3% sin 22 da.
0 0

2. Refaire les mémes calculs en utilisant la méthode simple de Simpson.

| >

h3
[F (o) + flan)] = 135©)

3. Refaire les mémes calculs en utilisant la méthode simple du point milieu.

Exercice 2.

Détermination des bornes de I'erreur dans les méthodes du trapeze et de Simpson.

3
1. La méthode du trapeze donne / Inx dxr =~ In 3. Déterminer une borne pour l'er-
1
reur.

3
1
2. La méthode de Simpson donne / Inzdr ~ 3 (In3+41n2). Déterminer une borne
1
pour l'erreur.

Exercice 3.

Déterminer h pour la méthode du trapéze composée pour

f(z) = sina?®, [a,b] = [0, 2], lerreur| < 0, 1.

Exercice 4.

Utiliser la méthode composite du trapeze, avec les valeurs de n indiquées pour
approximer les intégrales suivantes :

2 2
1. (a) / rlnxdr, n =4 / e*sin 3xdr, n=38
1 0
2 3
. 2d.
(b) / et dr, n=4; / 2—1:7 n==~8
—2 1 X —4
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